Série S 06 février 2019
Durée de 1'épreuve : 4 h

Bac Blanc de
Mathématiques

- Enseignement spécifique -

( Sujet de rattrapage )

L’utilisation d’une calculatrice est autorisée. La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

Exercice 1 : (5 points)
On considére la suite de nombres réels (u,,) définie par :

up=-1,u; = % et pour tout entier naturel 7 : up42 = Upy1 — %un
1) Calculer us et en déduire que la suite (u,,) est ni arithmétique ni géométrique.

2) On définit la suite (v,,) en posant, pour tout entier naturel n : v, = Uy, +1 — %un.
a) Exprimer v,,+1 en fonction de v,,.

b) En déduire que la suite (vy,) est géométrique de raison %
c) Calculer vg puis exprimer v,, en fonction de .
3) On définit la suite (w,,) en posant, pour tout entier naturel » : w,, = :j—"

a) En utilisant 1'égalité u,, 11 = v, + %un, exprimer wy,1 en fonction de u,, et de v,.
b) En déduire que pour tout entier naturel n : w,,+1 = w, + 2.
c¢) Calculer wq puis exprimer w,, en fonction de .

2n—1
2n

4) Montrer que pour tout entier naturel n : u,, =

n
5) Pour tout entier naturel n on pose : §,= Z u,=uy+tu,+..+u,
k=0
Dé . . 1n: =9 2n+3
émontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : S, =2 — on
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Exercice 2 : (4 points)
Les deux parties sont indépendantes.
Partie A :
On considere le polynéme P défini sur C par :
P(z) =23 — (2 +1iv2)22 + 2(1 + iv2)z — 2iV/2
1) Montrer que le nombre complexe zg = iv/2 est solution de I'équation P(z) = 0.

2) a) Déterminer les réels a et b tels que : P(2) = (z — iv/2)(2? + az + b).
b) En déduire les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.

Partie B :

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O;#,v'). On prendra 2 cm pour unité graphique.
On considere les points A, B et C d'affixes respectives :
za=1+1 zg=1-1 zc=3-1

1) a) Placer A, B et C sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de l'exercice.
b) Déterminer la nature du triangle ABC.
c¢) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

2) a) Déterminer I'ensemble & des points M d'affixe z du plan complexe tels que |z — 2| = /2.
b) Vérifier que les points A, B, C et D appartiennent a &.
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Exercice n°3 : (3 points)

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Aucune justification n’est demandée. Pour chacune des questions,
une seule des propositions est correcte.

Chaque réponse correcte rapporte un point .Un réponse erronée ou une absence de réponse n’éte pas de point. On
notera sur la copie le numéro de la question, suivi de la lettre correspondant a la proposition choisie.

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O ;T ,j’,E).

Les points A, B, C et D ont pour coordonnées respectives A(1 ;-1 ;2), B(3 ;3 ;8), C(-3;5;4) et D(-1;1 ;6).

x=k+1
On note A la droite ayant pour représentation paramétrique :{y =2k—1 keR,
z=3k+2
x=KkK'+1
et A’ la droite ayant pour représentation paramétrique :{y =k'+3 k'eR,
z=—-K+4
1. a.les points A, D et C sont alignés
b. Le triangle ABC est rectangle en A.
c. Le triangle ABC est équilatéral.
d. Le point D est le milieu du segment [AB].
2. a. lesdroites A et A’ sont paralleles.
b. Les droites A et A’ sont coplanaires.
c. Le point D appartient a la droite A.
d. Le point D appartient a la droite A’.
x=143t—3t
3. a.Leplan ABC a pour représentation paramétrique{y = —1 + 3t + 5t’
z=2+8t+4t

b. Le plan ABC et la droite A sont sécants en A
c. Le plan ABC est parallele a la droite A.
d. Le plan ABC est parallele a la droite A"

Exercice n°4 : (3 points)
X
Partie A : On considére la fonction f définie sur R-{-6} par f(x) = Sﬁm .

1. Déterminer les limites aux bornes de I'ensemble de définition de la fonction f.
2. Calculer f'(x)
3. En déduire le tableau des variations de la fonction f

Partie B :

Le cube ABCDEFGH a pour c6té 6cm. A tout réel x
strictement positif on associe le point M de la demi-
droite [AB) tel que BM=x et M&[AB].

A

1. Justitier que les droites (HM) et (BG) sont sécantes en un point que I'on notera P.
2. Exprimer la distance BP en fonction de x.
3. Lorsque le point M s’éloigne du point B sur la demi droite [AB), quelle sera la position limite du point P ?
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Exercice n°5 (5 points)

Partie A : On considére la fonction g définie sur R par g(x) = (1+cosx)sinx. On note C, sa représentation
graphique dans un repére orthogonal (0,7, J).

1. Calculer g(-x) et g(x+2m) en fonction de g(x).Que peut-on dire de la fonction g ?
2. Justifier pourquoi il suffit d’étudier g sur [0 ; m].
3. Calculer g’(x).Prouver que g’(x)= (2cosx-1)( cosx+1)
4. Dresser le tableau de variation de la fonction g sur [0 ; m].
5. Construire I'allure de Cgq sur [-1t; 7] dans un repere orthogonal.
Partie B

On souhaite créer le long d’'un mur un massif de fleurs que I’on protegerait par une bordure (on ne met pas
de bordure le long du mur).On dispose de trois morceaux de bois de méme longueur £ =1 pour former cette

bordure qui délimite un massif ayant la forme d’un trapéze isocele .

. . , O iYa T
Soit o une mesure en radians de I'angle ADC, 0<a < >

Exprimer la hauteur AH et la longueur DC en fonction de a.

Montrer que I'aire du massif est donnée en fonction de a par A(a) = (1+cosa)sina.

Déduire de la partie A, I'aire maximale du massif ainsi que la mesure de I'angle ADC en radians puis en
degrés.
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Correction du Bac Blanc du 6 février 2019

Exercice 1 :
1)Uo=-1,u1=%et:VnE]N,unH:unH_%un'
Donc:uzzul_in:%Jr%:%
Ona:uz—ulzg_%:i

Et:ul—u0=%+1:%

DOHCZul—U()#UQ—ul

On en déduit que la suite (u,,) n'est pas arithmétique.

2)Vne NN, vn=un+1—%un.

Ona:

Donc : 24 # Y2
uo ul
On en déduit que la suite (u,,) n'est pas géométrique.

1

1 1 1 1 1 1 1
)V n €N, vni1 = Unta = 3Unt1 = Unt1 = fUn = JUn41= 5Unt1— gUn = 3(Unt1 = 5Un) = 500

b)VnE]N,vnH:qvnavecq:%

On en déduit que la suite (v,,) est géométrique de raison g = %

1 1.1
C)UQZU1—§U0:§+§:1

Puisque la suite (v,,) est géométrique de raison g =

VHEIN,Un:onqnzlx(l)n_ 1

2/ T an
3)IVnEN, w, =22,

Un
_ Un41 _Un+§un
a)VnE]l\T,wn+1—Un+1— T,
n
vn—l—%un v %u
b)VreEIN, wyi1= =12+
s Wn41 1 T 1
2Un 2Un  2Un
—uo _-1_ _
C)U}O Yo 1 1

VneN, wyr1=w,+2

% et de premier terme vy = 1 alors :

n :2v_n+u_'ﬂ:2+wn
v v

n n

On en déduit que la suite (w,,) est arithmétique de raison r = 2.

Donc:VnEIN, w,=wo+rn=-1+2n
4)VnE]N,wn=Z—".

n

Onendéduit:‘v’nE]N,unzu)nvn:(-l+2n)><2L

5)Vne N, Snzz u,=uy+tu+...+u,
k=0

w

2n—1
27’L

Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel », la propriété &, : « S, =2 — 27;;‘_3 » est vraie.
= Initialisation :
Sin=0alors:
D'une part : Sp = ug =-1
D'autrepart:2—2><2# =2—%=2—3=—1
Donc: Sp=2— % Ainsi, P est vraie.
= Hérédité :
Soit n> 0.
. . . . 2 1)+3
Montrons que si &, est vraie alors 4, ;| 'est aussi, c-a-d : S;, 41 =2 — (7;;7+)1+
: - 2n+ N 2n+3
P, est vraie = S,, =2 — 23,—?3 = Z u=2- n” = u,1+1+z u,=2— " —+u,
k=0 2 k=0 2
n+1
. 2n+3
P, est vraie = Z u=2- > +u,
k=0
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Or:¥n€N,u, =221

-2n—5 _» 2n+5

2(n+1)—1 2 2—1 2 1
Donc : up 1= ( 2n+)1 = T;_'r'z_—i—l = 22::—_1
On en déduit :
n+1
2n+3  2n+1 2(2n+3) 2n+1 -4n—6+2n+1
Z uk 2_ n n+l1 _2 n+1 + n+1 :2+ n+1 :2+
2 2 2 2 2
Donc : &, est vraie = S,, .1 =2 — 2221'?
2(n+1)4+3 2 2+3 2 5
Or:2- 2AUSS o 2n42ds_p Indt
. 2 1 .
Donc : &, est vraie = S, 1 1 =2 — % = %, +1 est vraie.

Ainsi, la propriété &, est héréditaire.
=  (Conclusion :

Py est vraie et P, est héréditaire donc : VnEIN, S,, =2 — 23;’[3.

Exercice 2 :

Partie A : VzE C,P(2) = 2% — (2+iv/2)2% + 2(1 + iv/2)z — 2iV/2

D P(ivV2)=(ivV2) = (2+iV2)(iV2) +2(1+iV2)iV2—2iV2

=i (V2) V2 —(2+iv2)i’ (V2 ) +2(1+iV2)ivV2—2iv2

)=-2V2i+2(2+iV2)+2(1+iV2)iV2-2i+2

)=-22i+4+22i+(24+2+2i)iV2-2iV2
)=4+22i+2(V2)%i*=2iv2

P(i JE) 44242i-4-242i=0

VzeC,P(2)=(z —iv2)(2%> + az + b)

P(z) =23 + az? + bz — ivV222 —iv2az —ivV/2b
P(z) = 2% + (a —iv2)2% + (b —iv/2a)z — i\/2b
Or:VzeC,P(z)=2% — (2+1iv2)2%2 +2(1 +iv2)z — 2iv/2

On en déduit que a et b sont les solutions du systéme :

a—iV2=-(2+iv2) a—iN2=-2—i\2 a=-2

n+l - n+1
2 2

2) a) Puisque iv/2 est solution de I'équation P(z) = 0 alors il existe deux réels a et b tels que :

a=-2

b—iV2a=2(1+iV2) & (b—iV2a=2+2iV2 = {2-iV2a=2+2i2 & [2+42i/2=242i\2

-i2b=-2iy2 b=2 b=2
Finalement : V z € C, P(2) = (z — iv/2)(2? — 22 + 2).

b)P(2)=0< (2 —iv2)(22 —22+2)=0< 2=iv20uz2 —22+2=0

On calcule le discriminant du trindme 22 — 2z + 2.
A=(-2)*-4x1 x2=4—8=-4=(2i)2

b=2

On en déduit que le trindme 22 — 2z + 2 admet deux racines complexes conjuguées :

2122_22221—1' et:zo= =1+

Finalement:P(z)=0©z=zﬂou z=1—douz=1+1
Partie B :

2—|—22

1) a) Figure en fin d'exercice.

b)za=1+1 z=1-1 zc=3-1
On en déduit :
°© zZyp=B—2A=1l—-i-1-i=-2i Donc : AB = |z,3| =[-21| = 2
Zp=rc—za=3-i—1-i=2-2i Donc : AC =2 -2i|=+/22 + (-2)2=\/4+4=+/8

2 =2c—2p=3—i—-1+i=2 Donc : BC =|2| =
Ona:AB?+BC?=2%2+2%2=4+4=8=AC?

Donc, d'apres la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en B.

Et puisque AB = BC, alors le triangle ABC est rectangle et isocele en B.



¢) ABCD est un parallélogramme < AD=BC < 2,1, =2 < 2D —2A =2
2p—2A=2 < zp—-1—-i=2 © zp=2+1+i < zp=3+i
2) a) Déterminer I'ensemble & des points M d'affixe z du plan complexe tels que |z — 2| = /2.

En notant Q le point d'affixe 2 on obtient : M(2) ES = |z—z|=V/2 < QM =+/2.
On en déduit que & est le cercle de centre Q et de rayon v/2.

b) |za—2[ =1 +i-2|=|-1+d= /(-1)2+12=/1+ 1 =2 Donc A€ &
lzp—2| =1 —i- 2| =|-1 =] =/~(1)2 + ((1)2=v1 + 1 =2 Donc BE§
l2c=2[=3-i-2|=|1-i|=+/12+ (-1)2=/1+ 1 =2 Donc CES
lzp—2|=3+i-2|=[1+4=V12+12=y1+1 =2 Donc DE &
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Exercice 3 :

1 — C (le triangle ABC est équilatéral)
Eléments de démonstration (non demandée) :

3—1 2
AB|3+1| AB|4| Donc AB=+2’+4’+6°=/56
8—2 6

De méme : ACzBsz/%

2 — D (le point D appartient a A")
Eléments de démonstration (non demandée) :
En remplagant x, y et z par les coordonnées de D dans la représentation paramétrique de A’ on obtient :
-l=k'+1 |k'=-2
l=k'+3 <{k'=-2 Donc D est le point de A’ de paramétre -2.
6=-k'+4 |k'=-2

3 — C (le plan ABC est parall¢le a la droite A)
Eléments de démonstration (non demandée) :
En remplacant x, y et z par les coordonnées de A dans la représentation paramétrique de A on obtient k = 0.
Donc A est un point qui appartient a la fois a A et au plan ABC.

1
On peut vérifier que A est incluse dans le plan ABC en montrant que le vecteur directeur #|2| de Aet
3
2 __|-4
les vecteurs AB|4| et AC| 6 | sont coplanaires.
6 2

(On peut aussi montrer qu'un 2°™ point de A, en particulier le point B, appartient au plan ABC).
A étant incluse dans le plan ABC, le plan ABC est parallele a A.

Exercice 4 :
Partie A : VxER\{-6}, f(x)=6/2——.
x+6

1) Recherche des limites de f~ a gauche et a droite en -6 :

li =-6
Ona: xgx
x<-6
x<-6<=>x+6<0donc: jin_léx-%:o
x<-6
) X . =~ X
Donc, par quotient de limites : 3:“16 ~rg oo Or: 6/2>0 Donc : )}1316(6\/2x+6):+00
x<-6 x<-6
. —_a . X o X
x>-6<=>x+6>0donc: )}Lrix+6_0 On en déduit : }gﬁx+6:'w et lg(6ﬁx+6)_'°@
x>-6 -6 -6
) lim f(x)=+o lim f(x)=-o0
Conclusion : ,_, ¢ et: .-
x<-6 x>-6

Recherche des limites de f en -0 et en +oo :

—lim <=1 Onendéduit: lim (6\/5 al )=6\/§

Ona: lim

100 XF0 x50 X x-00 x+6
De méme, puisque : lim =1lim 2=1 Alors: lim (6V2——)=6v2
xX—+ow x+ x—otw X xX—+oo x+6

Conclusion : li@ f(x)=6\/§ et: lim JF(X):6J5

x—+o



X

2) VxeR\{-6}, f(x)= 6('x =642

~— | —

u
v(x
Ju

Donc: f(x)=6v2 1 RS avec: [1lx)=x o Ju(x)=1
' v (x) " v(x)=x+6 v'(x)=1
Fr(x)=6y2 20X g5 6 2::36@2
(x+6) (x+6) (x+6)
3) 36v2>0 et Vx€R\{-6}, (x+6)*>0 donc /' est positive sur R\ {-6}.
On en déduit le tableau de variations suivant :
X -00 -6 400
S () + +
‘o0 6\/5
24
f(.X) 6\/5 -0 /V

Partie B :

1) ABCDEFGH est un cube donc les arétes [GH] et [AB] sont parall¢les.

Le point M appartenant a la demi-droite [AB), on en déduit que les droites (BM) et (HG) sont parall¢les.
Ainsi, les points B, M, G et H sont coplanaires. Donc les droites (HM) et (BG) sont coplanaires.

Puisque le point M appartient a la demi-droite [AB) sans appartenir au segment [AB] alors BMHG est un
quadrilatere croisé. On en déduit que les droites (HM) et (BG) sont sécantes en un point P.

2) Les points B, P et G sont alignés dans le méme ordre que les points M, P et H.
De plus, les droites (BM) et (GH) sont paralléles. On peut donc appliquer le théoréme de Thalgs :

PB _PM _GH
PG PH BM
BP _x
PG 6
P € [BG] donc : PG =BG — BP.
On en déduit :
BP  x
BG—BP 6

BFGC est un carré donc le triangle BCG est rectangle et isocele en C.
On applique le théoreme de Pythagore :

BG’=BC*+CG’

BG*=6"+6 (Remarque : on peut admettre que la diagonale d'un carré de coté a vaut av/2)
BG=V6"x2=6V2
Ainsi :
_BP  _x
6v2—BP 6

On utilise le produit en croix :
6BP=(62—BP)x
6BP=6+2x—BPx
6BP+BPx=612x
(6+x)BP=6V2x

BP=6v2 2
x+6

3) La longueur BP est définie par la fonction f'étudiée dans la partie A.
On sait que : lim f(x)= 612

x—+oo

On en déduit, que lorsque le point M s'¢loigne du point B sur la demi-droite [AB), c'est-a-dire lorsque BM = x
tend vers +oo, la longueur BP tend vers 61/2. Or : BG = 6+/2. La position limite de P est donc G.



Exercice S :
Partic A : Vx€R, g(x)=(1+cosx)sinx
1) Vx€R,-x€R et cos(-x)=cosx et sin(-x)=-sin(x)
Donc: Vx€R, g(-x)=(1+cos(-x))sin(-x)=(1+cosx)X(-sinx)=-(1+cosx)sinx=-g(x)
On en déduit que g est une fonction impaire.
Vx€R, x+2nER et cos(x+2n)=cosx et sin(x+2x)=sin(x)
Donc: Vx€R, g(x+2mn)=(1+cos(x+2m))sin(x+2m)=(1+cosx)sinx=g(x)
On en déduit que g est une fonction 2x périodique.

2) Puisque g est 2m périodique, on peut construire sa représentation graphique en appliquant des translations de
vecteurs 217 et -2mi & partir du tracer de €'g sur un intervalle d'amplitude 27, par exemple sur [-7 ; 7).

Puisque g est impaire, sa représentation graphique est symétrique par rapport a l'origine du repere.

On peut donc restreindre 1'étude de g sur [0 ; «].

3) Vx€R, g(x)=(1+cosx)sinx=u(x)v(x)

u(x)=1+cosx
v(x)=sinx

!’

Donc: g "(x)v(x)+v'(x)u(x) avec: et

Ve
. u'(x)=-sinx
y

x)=u '(x)=cos x
g'(x)= -s1nx><smx+(1+cosx)cosx

'(x)=-sin’ x+cosx+cos x
On sait que : V x€R, cos’x+sin’x=1 Onen déduit: cos’x—1=-sin’x
Donc: g'(x)=cos’x—1+cosx+cos’ x=2cos x+cosx—1
D'autre part : (2cosx—1)(cosx+1)=2cos x+2cosx—cosx—1=2cos’x+cosx—1
Ainsi: g'(x)=(2cosx—1)(cosx+1)

4) Pour étudier les variations de g on étudie le signe de g’ (x).

2cosx—1=0 2cosx—1>0 cosx+1=0
2cosx=1 2cosx>1 cos x=-1
1 1 COS X =COS Tt
CosSx=— CoSx>—
2 2 x=n+2kmn
cosx=cos§ ' ou
1 i3 x=-n+2k'm
=§+2th .
ou - E 0 Sur[0;7w]:cosx+1=0=x=m.
x=-Z4+2k'n * L]
3 \ /y Deplus: V xE IR, cos x> -1
Sur [0 ; 7] : o Donc:Vx€IR,cosx+1>0
2cosx—1=0=x=2 Sur [0; 7] : I
2cosx—1>0<x€E[0; 5]
2cosx—1<0=x€E [%;n]

On en déduit le tableau de signes de g’ (x) :

X 0 % T

2cosx—1 1 0]
cosx+1 2 i

g'x) 2 0

On en déduit le tableau de variations de g :
X 0 % T
g® 2 + O ¢
33
1

g 0/



S)

Partie B :
. . ——=_ . —— AH AH

1) sin a—s1nADC—51nADH—AD =7 =AH
Donc: AH=sina D H H
Soit H' le projeté orthogonal de B sur (DC). f ¥
Puisque ABCD est un trapéze isocéle, les triangles rectangles : :
AHD et BH'C sont identiques. | :
De plus, ABH'H est un rectangle. . !
On en déduit: DC=DH+HH'+HC=2DH+AB=2DH + 1 A B

DH _

Or: —cos ADC=cos ADH= DH
T COSAA=CO0S COS AD

Donc: DH=cosa
Finalement : DC=2cos a+ 1

2) L'aire d'un trapeze est donnée par la formule : .4 = %(b + B)h
ou b, B et h désignent respectivement la petite base, la grande base et la hauteur.
Donc : .4 (a)=%(AB+DC)AH=%(1 +2cosa+1)sin a=%(2+2cos a)sin a= (1 +cosa)sin o

3) L'aire du massif est définie par la fonction g étudiée dans la partie A.
D'aprées le tableau de variations de g, I'aire maximale du massif est atteinte pour o = % rad (soit 60°).

Cette aire maximale est : .4 (%) =g (%) = %ﬁ



