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Mathématiques

- Enseignement spécifique -

Le présent sujet comporte 6 pages, numerotées de 1 a 6. Avant de commencer, assurez-vous qu il est complet.
L utilisation d 'une calculatrice, en mode examen est autorisée.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
["appreéciation des copies.



Exercice 1 : 5 points

Les parties A, B, C et D de cet exercice sont indépendantes.

Partie A

On considere le cube ABCDEFGH représenté ci-contre et les points I, J et K
définis par :
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Déterminer, en justifiant laquelle des affirmations suivantes est correcte :
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* Affirmation 1 : la section du cube par le plan (IJK) est un triangle.

----.Jc
* Affirmation 2 : la section du cube par le plan (IJK) est un quadrilatére. A \ /
* Affirmation 3 : la section du cube par le plan (IJK) est un pentagone. LE
* Affirmation 4 : la section du cube par le plan (IJK) est un hexagone.
Partie B
On munit l'espace d'un repére orthonormé (O; f, H’, k ). On note d la droite dont une représentation
paramétrique est :
r=-1+4+t¢
d:< y=2—t avect€R
z=3+1
On note d' la droite passant par le point A(4; 4; - 6) et de vecteur directeur v (5; 2;-9).
Déterminer si les droites d et d' sont coplanaires ou non.
Partie C
On considere le plan & et la droite A définis par les représentations paramétriques suivantes :
r=3+1 r=1+4+2k
P y=-1+2t avect€Rett’€EIR A:{ y=-5+k aveck€R
z=t+1t z=-5+3k
1. Le point A de paramétre 0 de A appartient-il a % ?
2. SoientB(3;-5;-3)etC(1;-3;-4) deux points de 'espace.
Démontrer que les plans (ABC) et & sont paralléles.
Partie D
Soit ABC un triangle isocele en A et I le milieu de [BC]. On considére un point D

D non situé dans le plan (ABC) et tel que le triangle BCD est isocele en D.
1. Démontrer que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (AID).
2. En déduire que les droites (BC) et (AD) sont orthogonales. /c



Exercice 2 : 5 points

On ¢tudie un modele de propagation d'un virus dans une population, semaine apres semaine. Chaque individu
de la population peut étre, a 1'exclusion de toute autre possibilité :

* soit susceptible d'étre atteint par le virus, on dira qu'il est « de type S » ;
* soit malade (atteint par le virus) ;
* soit immunisé (ne peut plus étre atteint par le virus).

Un individu est immunisé lorsqu'il a été vacciné, ou lorsqu'il a guéri apres avoir été atteint par le virus.
Pour tout entier naturel n, le modéle de propagation du virus est défini par les regles suivantes :

* Parmi les individus de type S en semaine n, on observe qu'en semaine n + 1 : 85 % restent de type S,
5 % deviennent malades et 10 % deviennent immunisés ;

* Parmi les individus malades en semaine 7, on observe qu'en semaine n + 1 : 65 % restent malades
tandis que 35 % sont guéris et deviennent immunisés.

¢ Tout individu immunisé en semaine n reste immunisé en semaine n + 1.

On choisit au hasard un individu dans la population. On considere les événements suivants :
e S, :«l'individu est de type S en semaine n » ;
e M,,: «l'individu est malade en semaine n » ;
* 1, : «Il'individu est immunisé en semaine n ».

En semaine 0, tous les individus sont considérés « de type S ». On a donc les probabilités suivantes :

P(So) =1; P(Mo) =0et P(Io) =0.
Partie A

On ¢étudie I'évolution de I'épidémie au cours des semaines 1 et 2.

1. Reproduire sur la copie et compléter 1'arbre de probabilités donné ci-dessous :

2. Montrer que P(I5) =0, 2025

3. Sachant qu'un individu est immunisé en semaine 2, quelle est la probabilité, arrondie au millieme, qu'il
ait ét¢ malade en semaine 1 ?



Partie B

On ¢étudie a long terme 1'évolution de la maladie. Pour tout entier naturel n, on note :

Up =

P(S,), v, =P(M,,) et w, =P(1,,),

les probabilités respectives des évenements S,,, M,, et [,,.

1.

Justifier que, pour tout entier naturel n, on a : u,, + v, + w, =1.

On admet que la suite (v,,) est définie par v,,+1 =0, 65 v,, + 0,05 w,,.

2. A l'aide d'un tableur, on a calculé les premiers termes des suites (uy,), (vn) et (wy).

A B (¢ D

1 n Un Un Wn
2 0 1 0 0
3 1 0,8500 0,0500 0,1000
4 2 0,7225 0,0750 0,2025
5 3 0,6141 0,0849 0,3010
6 4 0,5220 0,0859 0,3921
7 5 0,4437 0,0819 0,4744
8 6 0,377 1 0,0754 0,547 4
20 18 0,053 6 0,0133 0,9330
21 19 0,0456 0,0113 0,9431
22 20 0,0388 0,0096 0,9516

Pour répondre aux questions a. et b. suivantes, on utilisera la feuille de calcul reproduite ci-dessus.

a) Quelle formule, saisie dans la cellule C3, permet par recopie vers le bas, de calculer les termes de la

suite (vy,) ?

b) On admet que les termes de (v,,) augmentent, puis diminuent a partir d'un certain rang N, appelé le
« pic épidémique » : c'est I'indice de la semaine pendant laquelle la probabilité d'étre malade pour un
individu choisi au hasard est la plus grande. Déterminer la valeur du pic épidémique prévue par ce

b) Montrer, a I'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n :

1
Un =7 (0,85™ — 0,65™)

modeéle.

3. a) Justifier que, pour tout entier naturel n, on a : u, 41 =0, 85 u,,.
En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

4. Calculer les limites de chacune des suites (u,,), (vy,) et (wy).

Que peut-on en déduire quant a I'évolution de I'épidémie prévue a long terme par ce modele ?

5. On donne l'algorithme suivant :

W0

N0

Tant que W <0, 99 :
N«—N-+1

5 1
W<—1—Z><0,85N+Z x 0,65

Fin Pour
Afficher N

a) Donner et interpréter le résultat affiché a la fin.

b) Justifier la formule utilisée a la ligne 5.




Exercice 3 : 5 points

1. On considére dans I'ensemble des nombres complexes I'équation (E) d'inconnue z suivante :
23+ (-2v342i) 22 + (4 — 4iV3) 2 +8i=0
a) Montrer que le nombre - 27 est une solution de (E).
b) Vérifier que, pour tout nombre complexe z, on a :
23+ (-2v34+20) 22+ (4 —4iv3) 2 + 8i = (2 + 2i) (2% — 232 + 4)
¢) Résoudre I'¢équation (E) dans lI'ensemble des nombres complexes.
d) Ecrire les solutions de (E) sous forme exponentielle.
Dans la suite de l'exercice on se place dans le plan muni d'un repére orthonormé direct d'origine O.

2. On considere les points A, B et C d'affixes respectives - 24, V3 +iet/3 —i.
a) Montrer que A, B et C appartiennent a un méme cercle de centre O dont on déterminera le rayon.
b) Placer ces points avec le plus de précision possible. Laisser les traits de construction apparents.

¢) On note D le milieu du segment [OB]. Déterminer l'affixe 21, du point L tel que AODL soit un
parallélogramme.

3. On rappelle que dans un repére orthonormé du plan, deux vecteurs de coordonnées respectives (x ; y) et
(z’ ; y') sont orthogonaux si et seulement si z 2’ + yy’ = 0.

a) Soit & et ¥ deux vecteurs du plan, d'affixes respectives z et z’.
Montrer que % et ¥ sont orthogonaux si et seulement si z 2’ est un imaginaire pur.

b) A l'aide de la question 3.a., démontrer que le triangle AOL est rectangle en L.



Exercice 4 : 5 points

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur IR par :

g(x)=(z+2)e"™* =2
Déterminer la limite de g en +oo.
Démontrer que la limite de g en -oo vaut - 2.
On admet que la fonction g est dérivable sur IR et on note ¢’ sa fonction dérivée.
Calculer ¢’(x) pour tout réel x puis dresser le tableau de variations de g.
Démontrer que I'équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur IR.
En déduire le signe de la fonction g sur IR.

A l'aide de la calculatrice donner un encadrement d'amplitude 10-2 de «.

Partie B : Etude de la fonction f

Soit f la fonction définie sur IR par :

1.

fla) =22 — 22 v 4

Résoudre I'équation f(x) =0 sur IR.

2. On admet que la fonction f est dérivable sur IR et on note f’ sa fonction dérivée.

On admet par ailleurs que, pour tout réel z, f'(x) = - x g(z) ou la fonction g est celle définie en partie A

Etudier les variations de la fonction f sur IR. Les calculs des limites ne sont pas attendus.

3
. . . , &
Démontrer que le maximum de la fonction f sur [0 ; +oo[ est égal a n
Q@

5 « étant le réel défini dans la

partie A.

Partie C : Etude de la représentation graphique de f

On se place dans un repére orthonormé ( O ; i, 7). On note ? la parabole d'équationy =z2 et €y la
représentation graphique de f.

1.

Déterminer la position relative des courbes € ¢ et & ainsi que leur point d'intersection.

2. Montrer qu'en ce point, les courbes €' et & ont une tangente commune.



Correction

Exercice 1 :
Partie A

ABCDEFGH est un cube donc les plans (ABCD) et (EFGH) sont strictement
paralleles. Ainsi, le plan (IJK) coupe ces deux plans selon des droites
parall¢les. La parallele a (1J) passant par K coupe l'aréte [FG] en un point L E
qui appartient a l'intersection du cube et du plan (IJK). De méme, les plans
(ABFE) et (DCGH) étant strictement paralléles, on trace la parallele a (JK)
passant par I. Cette droite coupe l'aréte [BF] en un point M qui appartient a
l'intersection du cube et du plan (IJK). Finalement, cette section est le
pentagone [JKLM. L'affirmation 3 était correcte.
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Partie B

i A -
-
~
o
o

On munit l'espace d'un repére orthonormé (O; 7, j, k ). On note d la droite dont une représentation

paramétrique est :

r=-1+4+1
d:{ y=2—-t avect€R
z=3+1

On note d' la droite passant par le point A(4; 4; - 6) et de vecteur directeur v/ (5; 2; -9).

Si deux droites sont coplanaires alors elles sont soit paralleles, soit sécantes.
. 5, 2

Ord(1;-1;1)etv(5;2;-9) sont des vecteurs directeurs de d et d' et 1 * L

Donc « et ¥ ne sont pas colinéaires. On en déduit que d et d' ne sont pas paralleles.

d et d' ont pour représentations paramétriques :

x=-1+t x=44+5t
d:{ y=2—-t avect€R d:{ y=4+2t avect’' ER

z=3+1 z=-6—-9¢

-1+t=4+5¢ t—5t'=5 I,
M(z;y;z)edNd <« 2—t=4+4+2t < -t—2t'=2 Ly

3+t=-6—-9t t+9t =-9 L3

t—5t'=5 L, r_ _
M(z;y;z)edNd < STt =7 LgequLLg@{i,_5_t1_5©{§,+_5_15

14t =-14 Ly« L3 — L, - a

Le systéme ayant un couple de solutions uniques, le point M d'intersection de d et d' existe.

Ainsi, les droites d et d' sont sécantes en M. On en déduit qu'elles sont coplanaires.




Partie C

On consideére le plan & et la droite A définis par les représentations paramétriques suivantes :

r=3+1 r=1+2k
P y=-1+42t avect€ERett’ €EIR A:{ y=-5+k aveck€R
z=t+1t z2=-5+4+3k

1. On détermine le point A de parametre 0 de A :

r=14+2x0=1
y=-54+0=-5 Ainsi, A a pour coordonnées (1;-5;-5).
z2=-54+3x0=-5

On détermine si A appartienta & :

1=3+1¢ t=1-3 t=-2 t=-2
-h=-1421 < 2t/ =1-5 < 2t =-4 < t'=-2
-5=t+1t t'=-t—5 t'=2-5 t'=-3

Ce systéme n'a pas de solution puisque - 3 # - 2. On en déduit que A n'appartient pas a &.
2. SoientB(3;-5;-3)etC(1;-3;-4) deux points de I'espace.

Le plan (ABC) passe par A(1; -5; - 5) et est dirigé par les vecteurs ﬁ(2; 0;2)et ﬁ(o; 2;1), non
colinéaires. Le plan & a pour représentation paramétrique :

r=3+1
P y=-14+2t avect€ERett’ ER
z=t+1t

Ainsi, le plan & est dirigé par les vecteurs @ (1;0; 1) et 7 (0; 2; 1), non colinéaires.

On remarque que :

o E et ¥ sont colinéaires puisque E =21.
o AC=7

On en déduit que les plans (ABC) et % sont paralléles.
Partie D

Soit ABC un triangle isocéle en A et I le milieu de [BC]. On considére un point D
D non situ¢ dans le plan (ABC) et tel que le triangle BCD est isocele en D.

1. ABC estisocele en A, BCD est isocele en D et I est le milieu de [BC].
On en déduit que les points A, I et D sont équidistants de B et de C.

Or, si un point est équidistant des extrémités d'un segment, alors ce point
appartient au plan médiateur de ce segment. Puisque D n'est pas situé dans
le plan (ABC), les points A, I et D ne sont pas alignés et ils définissent le
plan médiateur de [BC].

On en déduit que la droite (BC) est perpendiculaire au plan (AID).
2. Ladroite (BC) est perpendiculaire au plan (AID).

Or si une droite est perpendiculaire a un plan alors elle est orthogonale a
toute droite de ce plan.

On en déduit que les droites (BC) et (AD) sont orthogonales.



Exercice 2 :

On ¢tudie un modele de propagation d'un virus dans une population, semaine apres semaine. Chaque individu
de la population peut étre, a 1'exclusion de toute autre possibilité :

* soit susceptible d'étre atteint par le virus, on dira qu'il est « de type S » ;
* soit malade (atteint par le virus) ;
* soit immunisé (ne peut plus étre atteint par le virus).

Un individu est immunisé lorsqu'il a été vacciné, ou lorsqu'il a guéri apres avoir été atteint par le virus.
Pour tout entier naturel n, le modéle de propagation du virus est défini par les regles suivantes :

* Parmi les individus de type S en semaine n, on observe qu'en semaine n + 1 : 85 % restent de type S,
5 % deviennent malades et 10 % deviennent immunisés ;

* Parmi les individus malades en semaine 7, on observe qu'en semaine n + 1 : 65 % restent malades
tandis que 35 % sont guéris et deviennent immunisés.

¢ Tout individu immunisé en semaine n reste immunisé en semaine n + 1.

On choisit au hasard un individu dans la population. On considere les événements suivants :
e S, :«l'individu est de type S en semaine n » ;
e M,,: «l'individu est malade en semaine n » ;

* 1, : «Il'individu est immunisé en semaine n ».

En semaine 0, tous les individus sont considérés « de type S ». On a donc les probabilités suivantes :

P(So) =1; P(Mo) =0et P(Io) =0.
Partie A

On ¢étudie I'évolution de I'épidémie au cours des semaines 1 et 2.

1. Reproduire sur la copie et compléter 1'arbre de probabilités donné ci-dessous :

085 _— S,

0,05

S /— M2
0,85 o,k L

So 0,05 0,65 M

2. P(I5)=P(S;NIy)+P(M; N1y)+P(I; N 1y)

P(I,) = P(S1) x Ps, (I) + P(M;) x Py, (Is) + P(I;) x Py, (I2)
P(I3)=0,85 % 0,1-+0,05 % 0,35+ 0,1 x 1=0,2025
(M;NT) _ 0,05 % 0,35
P(1,) 0,2025

Sachant qu'un individu est immunisé en semaine 2, la probabilité qu'il ait ét¢ malade en semaine 1 est
d'environ 0, 086.

P
3. P12 (Ml) =

~ 0, 086



Partie B

On ¢étudie a long terme 1'évolution de la maladie. Pour tout entier naturel n, on note :
un, =P(Sy), v, =P(M,,) et w, =P(1,),
les probabilités respectives des évenements S,,, M,, et [,,.
1. Quelle que soit la semaine, chaque individu de la population est, a 1'exclusion de toute autre possibilité,

soit de type S, soit malade, soit immunisé.
Ainsi: Vn €N, u,, + v, + w, =P(S,) + P(M,,) + P(I,,)= 1

2. A l'aide d'un tableur, on a calculé les premiers termes des suites (uy,), (vy,) et (wy,).

A B (¢ D

1 n Un Un Wn
2 0 1 0 0
3 1 0,8500 0,0500 0,1000
4 2 0,7225 0,0750 0,2025
5 3 0,6141 0,0849 0,3010
6 4 0,5220 0,0859 0,3921
7 5 0,4437 0,0819 0,4744
8 6 0,377 1 0,0754 0,547 4
20 18 0,053 6 0,0133 0,9330
21 19 0,0456 0,0113 0,9431
22 20 0,0388 0,0096 0,9516

Pour répondre aux questions a. et b. suivantes, on utilisera la feuille de calcul reproduite ci-dessus.

a) La suite (v,,) est définie par v,,+1 =0, 65 v,, + 0,05 w,,.
Donc, dans la cellule C3, on a saisit la formule : = 0, 65*C2 + 0, 05*B2

b) La valeur de vy est la plus grande donc le pic épidémique prévue par ce modele est N = 4.

3. aVn€EN, upt1=P(Sp4+1)=P(S,, N Sp1)= P(S,) xPs,, (Spt1) =upn x 0,85 =0, 85 uy,.
On en déduit que la suite (u,,) est géométrique de raison ¢ = 0, 85 et de 1" terme ug = P(Sg) = 1.
Ainsi : Vn €N, u, =ug x ¢ =0,85"

b)Onpose:VneEIN,P(n): «v, = i (0,85™ —0,65™) »

Initialisation : Sin =0
On a, d'une part : vo =P(Mg) =0

1 1
Et, d'autre part : 1 (0,859 —0,65%) = 1 (1-1)=0

Donc vp = i (0,859 — 0, 65Y) et ainsi 2 (0) est vraie.
Hérédité :
Soit £ un entier naturel. k£ > 0.
Supposons que 2 (k) soit vraie. Alors : vz, = i (0,85% — 0, 65%)
Or:wviy1=0,65v, +0,05u; et: wug=0,85"

1
Donc : vp11 =0, 65 X 1 (0,85% —0,65%) + 0,05 x 0, 85%



1 1 1
vk41=0,65 % - ><0,85k—1 ><0,65k+1+i % 0,20 x 0, 85%

1 1
Vg1 =~ x 0,85% (0,65 + 0,20) — 1 %0, 65k +1

1NN

1 1
Vk41 =7 X 0,85% x 0,85 — e 0, 65~+1

1 1 1
Vb1 = X 0, 85F+1 — 1% 0,65F1 = 1 (0,85F+1 —0,65F+1)

P (k + 1) est vraie.

Conclusion :
. . .. 1
P (0) est vraie et la propriété & (n) est héréditaire donc : V n € N, v, = 1 (0,85™ —0,65™)

1
4. Y n€N,u, =0,85" vn = (0,85" —0,65")
0,85€]-1;1[donc lim 0,85 =0
n—-+oo
De méme, puisque : 0,65 € ]-1; 1] alors : lirf 0,65"=0
n—-—+0oo

. . 1
On en déduit, par somme : lim 0,85" —0,65" =0 et, par produit : lim 1 (0,85™ —0,65™)=0

n—-+00 n—+o0o
Ainsi: lm wu,= lm v,=0
n—-+oo n—-+oo
Enfin:VneEeN, u, +tv,tw,=1 < w,=1—u, — v,

Onen déduit: lim w,=1

n—-+oo
On peut en déduire que la probabilité qu'un individu choisi au hasard soit de type S ou malade, dans un
grand nombre de semaines, sera nulle; tandis que la probabilité qu'un individu choisi au hasard soit
immunisé sera certaine.

5. On donne I'algorithme suivant :

W0

N0

Tant que W <0,99 :
N«—N+1

5 1
W<—1—Z><(),85N+Z x 0,65N

Fin Pour
Afficher N

a) Le résultat affiché en fin d'exécution de cet algorithme est N = 30.

Cela signifie qu'au bout de 30 semaines, la probabilité qu'un individu choisi au hasard soit immunisé
contre la maladie sera supérieure ou égale a 0, 99.

b)VneEIN, w,=1—u, —v,

1
Or:up =0,85" et: v, =7 (0,85" —0,65")

1 4 1 1
Donc : w, =1 —0,85" — = (0,85" — 0,65")=1— — x 0,85 — = x 0,85" + — x 0,65"
4 4 4 4
4 1

1 5 1
n=]-__ n ) " N 9 T=1-- 9 " n 9 "
w (7+7)0.85" + 7 x 0,65 7% 0,85" + X 0,65

Ce qui justifie la formule utilisée a la ligne 5.



Exercice 3 :

1.

a) A= (=20)%+ (-2V3+2i) x (—20)? + (4 — 4iV3) x (=2i) + 8i
A=8i+(-2V3+2i) x (—4) + (4 — 4iV3) x (—2i) + 8i
A=8i+8V3-8i—8i—8V3+8i
A=0
Donc le nombre —2i est solution de (E)

b) Vz€C : (z+2i)(22 —2V3z+4) = 2% — 2322 + 4z + 2iz% — 4/3iz + 8i

(z+20)(22 —2V3z+4) = 2% + (-2V3 + 2i)z* + (4 — 4iV3)z + 8i
c) Résolution de (E): (z+ 2i)(z? —2v3z+4) =0
Or un produit est nul si et seulement si I'un au moins de ses facteurs est nul
o 742i=0 ©z=-2i
2
o z2-23z+4=0 A=(-2V3) —4x1x4=-4<0
L’équation admet donc deux solutions complexes conjuguées :
zlzzﬁ;ﬂ=\/§—i etz, = z; = V3 +i
Conclusion : § = {—2i; V3—i;V3+ i}
d)
o |-2i| =2 etarg(—2i) = —% [2] (imaginaire pur avec Im(z) < 0) donc —2i = 2e” 2
2
e V3-i|l= /\/§ +(-D2=+V4=2
. (V3 1) _ T .. m\\ _ _in
V3—i= (7—5 ) = 2<cos(—g)+lsm(—g)) =2e s
i
e V3+i=+V3-i=2e%
2.
a) OA=|-2il=2 ;0B=|V3+i|=2 etOC=|V3—i|=2 (daprés1.d))
Ainsi OA = OB = OC donc les points A, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.
b) Voir figure.
. . .. Zo+tzZp \E+i \E 1.
c) Affixe du point D milieu du segment [OB] : z, = — =, =5 t;i
AODL est un parallélogramme si et seulement si 0D = AL.
@=ﬁ@zﬁ =Zyp SZp—Zo =Z —Z4 S Z =Zp—Zg T 24
Donc z;, =§+%i—0—2i =§—§i
3.

a) D’aprés le rappel : les vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si xx’ + yy’' = 0 (Produit scalaire)
2z = (x +iy) x (m) =(x+iy)(x' —iy") =xx"—iy'x +iyx" +yy'
zz = xx' +yy +i(yx' —y'x)
77 est imaginaire pur si et seulement si Re(z ?) = 0 c'est-a-dire: xx'+yy' =0

Conclusion : les vecteurs i et ¥ sont orthogonaux si et seulement si z z’ est imaginaire pur

b) Letriangle AOL estrectangle en L si et seulement si les vecteurs LA et LO sont orthogonaux.

2 2 4 4 4 4 4

. V3 3., V301, V3 3.

Oer:ZA—ZL:—Zl—(7—El):—7—51 et Zm:ZL:7—El
— _ V3 1)\/V3 3, 3 3V/3i V3i 3 V3i ,
ZzZ =213 X215 = —7—51 —toi|=— - ——— 4+ =—4—=—-{\/3 €iR

Ainsi zZ' est un imaginaire pur donc d’aprés la question précédente, les vecteurs LAet LO sont
orthogonaux. Donc le triangle AOL est rectangle en L.
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Exercice 4 :
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

1.

gx) =(x+2)e** -2
lim x+ 2=+

X—+00
lim x —4 =400 et lim eX = +oo donc par composition : lim e*™* = +o
X—+00 X—->+00 X—>+00

Puis par produit : lim (x + 2)e*™* = +oo
X—+00

Et lim 2 =2 doncparsomme: lim g(x) =+
X—+00 x—+00

VXER:g(x) = (x+2)e¥* —2=xe**+2e** -2 =xe%e ™ +2e** -2
e lim xe* = 0 (Croissance comparée) donc par produit : lim xe*e™* =0

xX——00 esboo
o limx—4=—co et lim eX = 0 donc par composition : lim 2e*™* =0
X——00 5—00 Phieih s
e [lim —2=-2
X——00
Donc par somme : lim g(x) = —2
X—>—00
u(x) =x+2 u'(x) =1
0] te :
n note {U(x) — ex—4— vl(x) — ex_4

VXER : g'(x) =u'(0)v(x) +u(x)v'(x) =e* 4+ (x +2)e* *=e**(1 +x+2) =e* *(x + 3)

Vx€R :e** >0 donc g'(x) est du signe de x + 3

x — -3 +
Signe de g'(x) - D + x+3>0 © x>-3
Variationsde g | —2 \ /+oo g(=3)=(-3+ e 3t —2=—-7-2
g(=3) ~ —2,001
9(=3)

g est une fonction dérivable donc continue sur | — 3; +oo[ et strictement croissante sur cet intervalle.
De plus, g(—3) <0 et lit,n g(x) =400
X—>+00

Donc d’apres le corolaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique
solution dans | — 3; +oo].

D’autre part, la fonction g est continue, strictement décroissante et strictement négative sur | — oco; —3],
donc I équation g(x) = 0 n’admet aucune solution dans | — o0; —3].

Conclusion : I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans R.



X

+ oo

Signe de g(x)

D

+

6. Parpasdel: 3<a<4 carf(3) <0< f(4)
Parpasde 1071 : 3 <a < 3,1 car f(3) <0< f(3,1)
Parpasde 1072 : 3,06 < a < 3,07 car f£(3,06) < 0 < f(3,07)
Parpasde 1073 : 3,069 < a < 3,070 car f(3,069) < 0 < f(3,070)

Partie B : Etude de la fonction f

Fx) = x% — x2ex~4
1. fx)=0ox?2—x%e**=00x*1-e%)=0

Or un produit est nul si et seulement si I’'un au moins de ses facteurs est nul :
x>=0 ©x=0
1—e¥*=0e*t=1ce¥t=elox—-4=0x=4
Conclusion : S = {0; 4}

2. VxeR :f'(x) =—xg(x) (Admis)

_ —x>0ox<0

Signe de g : voir partie A Qu 5.

X —00 0 a + oo
Signe de - x + CD -
Signe de g(x) — — +
Signe de f'(x) — @ + D -

Variations de f

\ 0 /1 f(a)\

f0)=0

f(a) = a? — a?ed*

3. f's’annule et change de signe en x = a donc f admet une maximum local atteint en a.
2,a—4

Ce maximum vaut : f(a) = a?
Or par définition : g(a) = 0 c’est-a-dire: (a + 2)e®** —2 = 0donce®* = —

—a“e

2

Donc f(a) = a? — a? x ﬁ _ az(a:i)z—Zaz _ a3+ic:-22—2a2 _ aa_jz a+2
Partie C : Etude de la représentation graphique de f
1. Vx€eR: f(x) —y=x%—x%e**—x%2 = —x2e**
x —00 + o

Signe de —x?

_ —x2=02x=0

Signede e

x—4

Vx ER:e* % >0

Signede f(x) —y

Conclusion :
Pourx = 0: f(x) —y = 0donc Cy et P sont sécantes au point d’abscisse x = 0.
Le point d’intersection de Cf et PP est donc le point de coordonnées (0; 0).

Vx €] —00; 0[U]0; +oo[: f(x) —y <0

Donc C est en dessous de P sur | — oo ; 0[ et sur J0 ; +oo[

2. Tangente a Cf au point d’abscisse 0 :

f(0) =0 et f'(0)=-0g(0)=0
y=f(0)x—-0+f(0)=0

Tangente a P au point d’abscisse 0 :
Onnote k(x) =x*; k'(x) = 2x
Onak(0)=0etk’'(x)=2%x0=0
Doncy = k'(0)(x —0)+ k(0) =0

Conclusion : les courbes Cr et P ont une tangente commune au point d’abscisse x = 0.



