Exercice n°1 : Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points
On considere la suite définie par son premier terme u, = 3 et, pour tout entier naturel n, par
un+1 = Zun + 6

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,, =9 X 2™ — 6.
2. Démontrer que, pour tout entier n = 1, u,, est divisible par 6.

On définit la suite d’entiers (v,,) par, pour tout entier natureln > 1, v, = u?"

3. On considere I'affirmation : « Pour tout entier naturel n non nul, v,, est un nombre premier ».
Indiquer si cette affirmation est vraie ou fausse en justifiant la réponse.

4. a.Démontrer que, pour tout entiern = 1, v, — 2v, = 1.
b. En déduire que, pour tout entier n > 1, v,et v, sont premiers entre eux.
c. En déduire, pour tout entier n > 1,le PGCD de ujetu,,q.

5. a. Vérifier que 2% = 1[5].
b. En déduire que si n est de la forme 4k + 2 avec k entier naturel, alors u,, est divisible par 5.
c. Le nombre u,, est-il divisible par 5 pour les autres valeurs de I’entier naturel n ?Justifier.
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Exercice n°1 : Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

On consideére la suite définie par son premier terme uy = 3 et, pour tout entier naturel n, par u, . =2u, + 6

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,, = 9x2" — 6.

Onposep, :"u, = 9x2" — 6",
(1)Initialisation
n=0, uy, = 9x2° — 6 =9x1-6 =3 oru, = 3 donc P, est vraie.
(2) Hérédité
Soit k un entier naturel avec k > 0,
On suppose que Py est vraie démontrons que Py est vraie c'est-a-dire : u,; = 9x2¢+1 — 6.
Py estvraie ¢ u, = 9x2*¥ —6.
@2y, = 2(9x2k — 6)
@2 u, +6=9x2K*1 — 1246 ,or  uppq=2u, +6

@ Upyq = 92K — 6, donc Py est vraie, la propriété est héréditaire
(3)Conclusion

% P, estvraie
%+ la propriété est héréditaire
Donc VneEN, la propriété est vraie, donc u,, = 9x2" — 6

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1, u,, est divisible par 6.

pour toutentiern=>1,n—1>0

u, = 9x2" — 6
= 3x3x2x2" 1 -6
=6(3x2""1-1)

pour tout entiern >1,n—1>0 donc2" 1 >1

3x2" 1 —1>2,donc 3x2"1—1€eN
On en déduit que u,, est un multiple de 6.

On définit la suite d’entiers (v,,) par, pour tout entier natureln > 1, v, =u?” .

3. On considére I'affirmation : « Pour tout entier naturel n non nul, v, est un nombre premier ».
Indiquer si cette affirmation est vraie ou fausse en justifiant la réponse.

. 6(3x2""1-1 -
pour tout entier natureln > 1, v, :u?” &y, =% =3x2""1 -1

En utilisant la TABLE de la calculatrice , en rentrant la fonction f(x)=3x2*"1 — 1 , on voit que
f(6)= 3x2°71 — 1 =95 est un multiple de 5 et donc n’est pas premier .

donc vg = 95 n’est pas premier.

L'affirmation est fausse.

4. a.Démontrer que, pour tout entiern > 1, v, 1 — 2v, = 1.

b. En déduire que, pour tout entiern > 1, v, et v, ;1 sont premiers entre eux.
c. En déduire, pour tout entiern > 1,le PGCD de u,etu, 1.

Up+1 Up Up41—2XUp  2Un,+6 —2u, 6
3. Vpyp —2u, = oyl - =2=1
n+l n 6 6 6 6 6

b. d’apreslea. pourtoutentiern>1,v,,1 —2v, =1 ® 1xv,.1 + (-2)y, =1
on en déduit d’aprés le théoréme de Bézout que v, et v, sont premiers entre eux.
c. pour tout entiern > 1, v,et v, sont premiers entre eux, donc PGCD(v,, +1;v,) = 1
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5. a. Vérifier que 2% = 1[5].
b. En déduire que sin est de la forme 4k + 2 avec k entier naturel, alors u,, est divisible par 5

c. Le nombre u,, est-il divisible par 5 pour les autres valeurs de I’entier naturel n ?Justifier.

a.2*=16[5]® 2* = 1[5] car 16=3x5+1
b.2* = 1[5] donc (2*)k = 1¥[5] , avec k entier naturel .
(2Hkx2? = 1x22[5]

24k+2= 4 [5]

or u, = 9x2" — 6 donc Uy, = 9x22K+2 — 6
9x24%k+2=9x4 [5] or 36=5x7 +1 d’ou Ix2*k+2=1[5]

on en déduit que 9x2*%*2 — 6=1-6 [5] donc Uy, = —5[5] d’ol
Uk 42 = 0[5] donc sin est de la forme 4k + 2 avec k entier naturel, alors u,, est divisible par 5.
c. uy = 3 n’est pas un multiple de 5 donc u,, n’est pas divisible par 5 pour les autres valeurs de I'entier

naturel n (utilisasion d’un contre exemple).

Remarque : u; = 9x2! — 6 =18-6=12 n’est pas un multiple de 5 non plus etc....
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