NOM Gt DS n°1 T.S.
Prénom : .....ececereeccerresseennesnnenenns le 23.09.2019

Avis du professeur

Capacités évaluées : Non acquis En cours d’acquisition Acquis

»
»

Démontrer par récurrence

Déterminer le sens de variations d’une suite

Déterminer des limites/lever des formes indéterminées

Justifier une formule de récurrence dans un contexte donné

Compléter un algorithme

Interpréter des résultats dans un contexte donné

Démontrer qu’une suite est géométrique

Conjecturer la limite d’une suite a 'aide de la calculatrice

Bareme :
Ex1 Ex 2 Ex 3 Ex4 Ex5 TOTAL
/3 /2 /2 /5 /8 /20
Exercice1:E.C. / 3 points

u0=2

Soit la suite (u,,) définie sur I'ensemble des entiers naturels N par : 1
(un) P {un+1 = Eun +3x0,5"

. . . 15
1. Démontrer par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul : u,, = 7 X 0,5™

2. Endéduire que pour tout entier naturel nnon nul,ona:u,;1 —u, <0
Que peut-on en conclure ?

Exercice 2 :E.C. / 2 points

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses en justifiant lorsqu’une affirmation est fausse.
. . . e 1
1. Siune suite (u,) converge vers 0 alors la suite (v,,) définie par : v, = u—tend vers +o0,
n
. . . e 1
2. Siune suite (uy) tend vers 4o alors la suite (v,,) définie par: v,, = . converge vers 0.
n

3. Siune suite (u,) tend vers +oo et une suite (v,,) est convergente, alors la suite (wy,) définie par w,, = u, v,
tend vers +oo.

Exercice3:E.C. / 2 points
g est un réel différent de 1, démontrer par récurrence, que pour tout entier naturel n non nul :
1-— qn+1
1+q+¢*++q"=——
qrq q 1—g
Exerciced: / 5 points

Déterminer les limites des suites définies par :

o3 2 4, —(1_ _ m-ni2
tn = =30 + 8% — 1, = (3-3) (6n+ Tyw, ==
7__
— n — —_
th = T3 Z, = 2n—+n



Exercice 5:Culture de bactéries ... / 8 points

La bactérie E.Coli pourrait permettre de produire du biocarburant par modification génétique. L'expérimentation
montre que dans un milieu nutritif optimisé, la masse de bactéries, mesurée en grammes, augmente de 20% par jour.
Dans une cuve de milieu nutritif, on introduitinitialement 1 kilogramme de bactéries. Ensuite,chaque jour, a heure
fixe, on remplace le milieu nutritif contenu dans la cuve et on préléve un échantillon de bactéries pour suivre la
modification génétique. Ces opérations retirent 100grammes de bactéries de la cuve. On souhaite produire 30
kilogrammes de bactéries.

On modélise I’évolution de la population de bactéries dans la cuve par la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n,
de la fagon suivante :

{uo = 1000
Upyq1 = 1,2u, — 100

1. Expliquer en quoi ce modele correspond a la situation de I'énoncé.On précisera en particulier ce que
représente u,,.
2. Déterminer la quantité de bactéries au bout de 2 jours d’expérimentation.
3. L’entreprise souhaite savoir au bout de combien de jours la masse de bactéries dépassera 30kg.
a) Al'aide de la calculatrice, donner la réponse a ce probleme.(sans justification)
b) On peut également utiliser I'algorithme suivant pour répondre au probléme posé. Compléter cet
algorithme puis le traduire en langage python.

Langage Python :
n—0

u<1000

Fin tant que
Afficher......

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, = 1000.
b) Démontrer que la suite (u,) est croisssante.

4. On définit la suite (v,,) pour tout entier naturel n par v, = u, — 500.
a) Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
c) Conjecturer la limite de (u,,). La modélisation choisie vous parait-elle réaliste ?
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Exercice 1 : E.C. Extraitdun°61p22 Exercice2:E.C. Extraitdun®33 p47 Exercice3:E.C.n°26p 18
Exercice 4 :

e u,=-3n3+8n%2-1
lim n® = 400 donc lim —3n3 = —o0
Nno+oo no+oo Par somme
lim n? = +o0 donc lim 8n? = +oo F.l. « -00+00 »
n—-+oo n—--+oo

Levons I'indétermination
n=—3n3+8n2—1=n3( 3+2-2)

n3
! . 8 .
lim —=0 ; lim ——==0 donc lim (—3 + - —is) = -3 par produit :
n—-+oon n—-+oo Tl n—-+oo n n . 1
lim n3 = 4o llmn3( 3+———3)=—oo
n-+oo n—-+o n
Donc lim u, = —oo
1 n—+oo
o v, = (;— 3)(6n+7)
liT %: 0 ; lir+n —3=-3 ,parsomme: li?l’l %— 3=-3 par produit :
n—->+oo n—->+oo n—->+oo - —
lim én=+c ; lim 7=7 , parsomme: lim 6n+7 = +oo nl—lflloo( 3) (6n+7) =
n—+0 n—+oo n—+oo Donc lim v, = —
n—-+oo
e En étude directe on obtient une FI « g » .Levons l'indétermination
1,2 1,2
W = n*—n+2 _ nz(l n'nz) _ 1=+
T oonitan T n2(-1+) —14>
lim==0 et lim % = 0 on en déduit que
n-+oon n-o+oon
llm 1—-= + —-—=1 1 2
n-+o . Lo nnZ _
lim — 1 _|_ f__4 par quotient : nl_anoo Tt s —1 ,donc ngwn =-1
n-+oo
,_2
—_ n
* = 11+n2 5 5
[ - = A — = 7 ==
nl—l>Toon 0 donc nl—l>7Iloo7 n par quotient : lim 1+n’;= 0% . Donc lim t, = 0%
llTIl n? = +o0 donc llm 1+n%=+o0 note note
n—-+oo

e z,=2n—+n

lim n = 4+oodonc lim 2n = 4o }
—o00

n-+oo n-+oo Par somme Fl « +00-c0 »

lim Vn = +oodonc lim —+/n =

n—-+oo n—-+oo

Levons I'indétermination
Zn = 20 X V1 — Vi = VA2V - 1)

ngmmf +00 donc llm 2yn—1=+o par produit : liTmﬁ(z‘/ﬁ “1) = 400
lim Vn = 4o "

n—+oo

Donc lim z, = +
n—-+oo

Ou bien : z, = n(2 —%)- n(2 ——=)

1
[ = P [ [ 2——=)=+0
nl_l)Tl](,)on = +o0 ar produit ngar%on( \/ﬁ)
~ = ] -+ = Donc lim z, = +oo
nl_lm)o\/_ 0 donc nl_l>r+r€02 . 2 2 Zn
Exercice 5 :

1. wu, représente la quantité (en grammes) de bactéries présente dans la culture aprés n jours
d’expérimentation. On introduit 1 kilogramme de bactérie au départ, ainsi ug = 1000.
D’autre part, chaque jour, la masse de bactérie augmente de 20% et 100 grammes sont retirés, on a donc :

20
— 100 = u, (1 + — 100 = 1,2 u,, — 100

20
Vn € N: =y +—
" Un+1 = Un + 755 Un 100)



2. uy = 1000

u; = 1,2x 1000 —100 = 1100
u, = 1,2 x1100 — 100 = 1220

La quantité de bactéries au bout de 2 jours d’expérimentation est de 1220 grammes.

3.
a) Alaide de la calculatrice, on obtient : n = 23.
Interprétation : Vn € N,n > 23 : u,, = 30000, c’est-a-dire : il faudra au moins 23 jours pour que la masse
de bactérie dépasse 30 kg.
ien : langage Py
b) Langage Python : Ou bien Ia? .a e Python
ne—2o n=0 Def bactéries () :
u < 1000 =
Tant <30000 u=1000 } ?g@g
ant que u . =
121 — 100 while u<30000: u )
uwe Lau—= u=1.2*%u-1080 whlle u<300e0:
nen+1 T _ *
: =n+1 u=1l.2*u-100
Fin tant que n=n
ffich print(n) n=n+l
Afficher n return n
4,
a) Pour tout entier naturel n, on note P(n): « u, = 1000 »

= |nitialisation:n =0

Uy = 1000 = 1000 donc P(0) est vraie.
= Hérédité : Soit k un entier naturel fixé.

Supposons que P (k) est vraie c’est-a-dire : u; = 1000

Montrons que P(k + 1) est vraie c’est-a-dire : u,,; = 1000
U, = 1000 par hypothése de récurrence

1,2 uy, > 1000 X 1,2
1,2 u — 100 > 1200 — 100

[ en soustrayant 100 ]
Ug41 = 1100 > 1000 donc P(k + 1) est vraie.

[en multipliant par 1,2 > 0 ordre inchangé]

La propriété est héréditaire

= Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc P(n) est vraie pour tout entier
naturel n, c’est-a-dire : Vn € N : u,, = 1000

b) vneN: wu,,q —u, =1,2u, — 100 —u, = 0,2u, — 100
Ord’apreslea)vn € N : u, = 1000
0,2u, = 0,2 x 1000

a)

b)

0,2u,, — 100 = 0,2 x 1000 — 100
0,2u,, — 100 = 100
Upe1 — Up = 100 >0

DoncVn €N, u,,1 > u,

Conclusion : la suite (u,) est (strictement) croissante.

vn € N: vy = Upyq — 500 = 1,2u, — 100 — 500 = 1,2(v, + 500) — 600 = 1,2v,
La suite (v,,) est une suite géométrique de raison g = 1,2 et de premier terme vy = uy — 500 = 500
On en déduitque : Vn € N: v, = vy X ¢ = 500 x 1,2"

Orvn € N:v, =u, —500 donc u, =v,+500 et

On conjecture que la limite de la suite (u,) vaut +oo.

u, = 500 X 1,2" + 500

Autrement dit : la masse de bactérie dans la culture augmente (car la suite est croissante) indéfiniment
(car la limite vaut 40), ce qui est peu probable. La modélisation ne semble donc pas trés réaliste.
Correction avec la propriété sur les limites d’une suite géométrique :

q =1,2> 1donc liTIL 1,2" = +oo de plus uy, = 500 > 0 on en déduit que liTll U, = +0oo
n—-+4+oo n—->+oo




