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Avis du professeur

Capacités évaluées : Non acquis En cours d’acquisition Acquis

Fonction trigonométrique:

Etudier la parité d’une fonction

Etudier la périodicité d’une fonction

Calculer une dérivée

Etudier le signe d’une expression

Justifier I'existence d’une solution a une équation f(x) = k

Encadrer les solutions d’une équation a une précision donnée

Déterminer une limite

Nombres complexes

Résoudre une équation du second degré dans C

Calculer la forme algébrique d’un nombre complexe

Démontrer I'alignement de points

Calculer le module d’un nombre complexe

Déterminer des ensembles de points

Compétences

Calculer

Démontrer

Raisonner

Ex1 Ex 2 Ex 3 TOTAL
/7 /7 /6 /20

Exercice °1 :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 1+ sin(2x) + 2cos (x)
1. Lacourbe représentative Cr de la fonction f est donnée ci-dessous :

5

Ce

a) Lafonction semble-t-elle paire ? Impaire ? Justifier graphiquement puis par des calculs.
b) La fonction est périodique. Faire apparaitre sur le graphique le motif qui se répéte puis justifier,
par un calcul, la valeur T de la période.

c) Justifier que I'on peut étudier f sur [—g ;32—1T ].
2. a) Démontrer que pour tout réel x de [—g ;?] , f(x) = =2(sin(x) + 1)(2sin(x) — 1).

b) Déterminer le tableau de variation de f sur [—g ;%]

3. a) Prouvez que I'équation f(x) = 0 posséde exactement deux solutions a et 3 dans [—g ;?] ,

aveca < f
b) Donner un encadrement d’amplitude 10~! de chacune de ces solutions.



Exercice 2 :
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; u; ¥).Le but de I’exercice est de déterminer les nombres

. . 1 . , . ..
complexes z non nuls tels que les points d’affixes 1, zzet; sont alignés. Sur le graphique fourni ci-dessous,

le point A a pour affixe 1.

Partie A:

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I’équation d’inconnue z: z2+z+1=0
. 1, .3

2. Dans cette question, on pose z = -3 + l\/z—_

, . L e 1
a) Déterminer la forme algébrique des nombres complexes z? et -

b) Placer les points N, d’affixe z* et P, d’affixe i sur le graphique ci-dessous.
c) Démontrer que les points A, N,et P, sont alignés.

PartieB:
Soit z un nombre complexe non nul. On note N le point d’affixe z* et P le point d’affixe ;
1. Etablir que, pour tout nombre complexe z, différent de 0,on a:

1 1

722 ——=(2%+z+ 1)(1——)

z z

2. En déduire que, pour tout nombre complexe z # 0, les points A, N et P définis ci-dessus sont alignés si
et seulement si z2 + z + 1 est un réel.

— — — —
On rappelle que si U et V sont deux vecteurs d’affixes respectives zy et zy, les vecteurs U et V sont
colinéaires si et seulement s’il existe un nombre réel k tel que : zy; = kzj.

3. Onpose z = x + iy ou x et y désignent des nombres réels.
Justifierque:z2 +z+1=x—y2+x+1+i(2xy+y)

a) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z # 0 tels que les points A, N et P soient alignés.
b) Tracer cet ensemble de points sur le graphique donné.




Exercice n°3 :
Partie A : QCM

Pour chacune des questions posées, une seule des trois réponses est exacte. Recopier le numéro de la
question et la réponse exacte. Aucune justification n’est demandée. Une réponse fausse ou I'absence de
réponse ne rapporte ni enléve de point. Une réponse multiple ne rapporte aucun point.

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct d’origine O
1. Une solution de I'équation 2z+Z =9+ iest:
a) 3 b) i c)3+i

2. z estunnombre complexe, |z + i| est égal a:
a) |z| +1 b) |z — 1| c) liz+ 1|

3. A et B sont deux points d’affixes respectives i et -1.
L’ensemble des points M d’affixes z telle que |z — i| = |z + 1] est :

a) la droite (AB) b) le cercle de diameétre [AB] c) La droite perpendiculaire a [AB]
passant par O.

Partie B : Répondre aux questions suivantes en justifiant les résultats. Les 3 questions sont indépendantes.

Question 1 : () est le point d’affixe 1 — i .Déterminer I'ensemble € des points M d’affixe z = x + iy
vérifiant |z —1+1i| = |3 — 4i].

Question 2 : Dans le plan complexe, a tout point M d’affixe z, z # 1 + i, on associe le point M’ d’affixe z’

, z—31

telleque: 7' =

z—1-i '
Déterminer I'ensemble F des points M du plan tels que z’ soit un imaginaire pur.

Question 3 : Soit f la fonction définie sur R par (x) = 2x — sin(x) .
Déterminer la limite de la fonction f en +oo



Correction du DS n°6

Exercice 1 :

1. a) Justifications graphiques :

La courbe représentative € f n'étant pas symétrique par rapport a I'axe des ordonnées, la fonction f n'est

pas paire. De plus, € f n'étant pas symétrique par rapport a l'origine du repére, la fonction f n'est pas

impaire.

Justifications algébriques :

VeER,-z€Ret f(-x)=1+sin(2 x (-z)) + 2 cos(- )
f(-x)=1+ sin(-2z) + 2 cos(- )

Les fonctions sinus et cosinus étant respectivement impaire et paire, on en déduit :
fl-z)=1—sin(2x) + 2 cos(x)

Or f(x)=1+4 sin(2x) + 2 cos(x)

Puisque f(- ) # f(x) alors la fonction f n'est pas paire.

Puisque f(- x) # - f(«) alors la fonction f n'est pas impaire.

b) On peut conjecturer, graphiquement, que la fonction f est 2 7 - périodique.

Justification algébrique :

VeER, z+27rERet f(x+2m)=1+sin(2 x (x+27)) + 2cos(x + 27)
flx+2m)=14+sin(2z+47)+ 2cos(x + 2)

Les fonctions sinus et cosinus étant chacune 2 7 - périodique, on en déduit :
flx+2m)=1+sin(2z) + 2cos(x) = f(x)

Ce qui prouve que f est 2 7 - périodique.

c) f étant 2 7 - périodique, on peut se limiter a 1'étude de f sur tout intervalle d'amplitude 2 7.

™ T 4w 37
Or.—§+27r—-§+7—7
e . T 37
On peut donc se limiter a 1'étude de f sur l'intervalle [- 5 7].

3_7T], f(x)=1+sin(2x) + 2 cos(z)

2.@vxepg;2
f@)=1+sin(ax +b)+2cos(cx+d) aveca=2,b=0,c=1etd=0

On en déduit : f/'(z) =acos(ax +b) —2csin(cx + d)
f'(x)=2cos(2x) — 2 sin(x)
On pose : A= f'(x) =2cos(2x) — 2 sin(x)

D'aprés la formule de duplication de cosinus, ona: V x € R, cos(2 ) = cos?(x) — sin?(x)
On en déduit : A =2 (cos?(x) — sin?(z)) — 2 sin(x)
A =2cos%(x) — 2 sin?(x) — 2 sin(z)
Or:V z €N, cos?(x) + sin(z) =1 < cos?(z)=1— sin?(x)
On en déduit: A =2 (1 — sin?(x)) — 2 sin?(x) — 2 sin(z)
A=2—2sin?(z) — 2sin?(z) — 2 sin(z)
A =-4sin?(z) — 2 sin(z) + 2

Onpose : B=-2(sin(x) + 1)(2sin(z) — 1) = (-2 sin(z) — 2)(2 sin(x) — 1) et on développe.
B = -4sin®(z) + 2 sin(z) — 4 sin(z) + 2
B = -4sin?(z) — 2sin(z) + 2

T 3T f(e) = -2 (sin(x) + 1)(@sin(z) — 1)

Final t:Vee[--; —
inalemen x [2 5

b)V z E[- g ; 3;], fl(z)=-2(sin(z)+1)(2sin(z) — 1)
Un produit est nul si et seulement si 1'un de ses facteurs est nul.
Onendéduit: f'(z)=0 < sin(z)+1=0 ou 2sin(z) —1=0

1
sin(x)=-1 ou sin(x)= 5

7r'37T],f/($)=0 < =7 ou xZ% ou xz%

Sur[- =22
ur[2,2



Etude du signe de f'(z) :

Va:E[—%;?’?ﬂ'],—lﬁsm( )<1 onen déduit: sin(z) +1>0
De plus :
T
V:EE[-21;6],ona: Vxe[%;f%],ona: VwE[567T1,32 ],ona:
sin(x) < 2 sin(z) > 5 sin(x) < 3
2 SZ”(CU) =1 2sin(z)>1 2sin(x) <1
2sin(z) —1<0 2sin(x) —1>0 2sin(x) —1<0
On en déduit le tableau de signes de f/(z) et les variations de f :
v z m Sm . 3T
2 6 6 2
-2 . — _ _
sin(r) + 1 + + + 0] -
2sin(x) — 1 - 0O 0] - -
f(x) + 0O — ) + 0 +
M 1
1 m

. 5T
Puisque f’(x) s'annule et change de signe en E eten — 5 , on en déduit que M et m sont respectivement
un maximum local et un minimum local.
7T . T T . T T
M= f(g) =14 sin(2 x g) + 2008(6) =1+ szn(g) + 2008(6)

M=1+?+2x§=1+3f=2+§‘/§

m=f(%) 14 sin(2 x %) +2cos(5

)=
6
1_@_2 V3 _2-3V3

1+ szn(53 ) + 2 cos( 567T)

2 2 2
a) L'équation f(x) = 0 n'admet aucune solution sur l'intervalle [- g ; %] car, sur cet intervalle, f(z)>1.
La fonction f est continue et strictement décroissante sur [% ; 5%].
Sur cet intervalle, ona: f(x) € [2 _s V3 ; 2 +§ \/g].
Or: 2= §f~—1 6<0 etLg\/gZ3,6>0
Ainsi, d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 0 admet une unique solution «

T 5w
l'intervalle [— ; —1].
sur l'interva e[6 5 ]

De méme, puisque :

) . . T 37
©o f est continue et strictement croissante sur [? ; 7].
5t 3 2—-3v3
© Va:E[ . ;]af(fE)E[T\/_;l

Alors I'équation f(x) = 0 admet une unique solution 3 sur l'intervalle [5% ; 3;].

b) A l'aide de la calculatrice, on obtient : 1,8 <« <1,9 et 3,5<3<3,6



Exercice 2 :
Partie A

1. Onrésoutz2+2z+1=0
A=b%>—4ac=1—-4=-3<0
On en déduit deux solutions complexes conjuguées :

-b—i+/|A -1 — ) 1 1
zZ1 = ‘ | |: \/gzz———é’i et:zg=z_1=——+£i
2a 2 2 2 2 2
1
2. Onposez=—§+§i
V3 1 1 V3. 3 1 V3. 3 1 3
2___ _.2:__ - V. _2:___ _ 2 - N9
a) z (2+22) 1 2><2><2z+4z y 5 T 173 5 ¢
1 V3. INEVER 1 V3
i1 _ 2 2! _ 279t a1 VB,
z 1,3 1, V3. 1 3 1,, V3, 1.3 2 2
= _, = —. ____. = v __'__

. 1 3
b) Remarque : Les points N et P, de méme affixe (—5 — % 1), sont confondus.
V3 1 3

. . . 1
Ils sont sur le cercle trigonométrique puisque | 55 ¢ | = 1 +-—=1

c) Les points N et P5 étant confondus, les vecteurs ANs et AP, sont égaux et par conséquent
colinéaires. On en déduit que les points A, N5 et P, sont alignés.

Partie B

1 1 1
. Vz2€C*: (22 4+2+1)1—-)=224+2+1—-2—-1—-=22- =
z z z

. . 1
2. Soit z € C* et les points A (1), N(z2) et P(-).
V4

Les points A, N et P sont alignés si et seulement si les vecteurs ﬁ et ﬁ sont colinéaires.

1
Or:z—==zy—2a=22—1 et:z==zp—zpa=——1
AN N A AP P A >

ﬁ et ﬁ sont colincaires si et seulement s'il existe un réel k tel que 253 =k 253

. 1 1
Or, d'aprés la question précédente : 22 — = = (22 + 2z +1)(1 — -)
z z

Autrement dit : 253 = (2 4+2z+1) LN
Ainsi, les points A, N et P sont alignés si et seulement si 22 + z + 1 est un réel.



3. Onposez=z+1iy avecrERety ER.
224z+1l=(zx+iy)?+x+iy+1
24z+l1=22422yi+y? il +ax+iy+1
24z4+1=224+2zyi—y>+x+iy+1
224 z+1=@2 -y’ +x+1)+i(2zy +v)

4. a) Onnote & l'ensemble des points M ( z) tels que les points A, N et P sont alignés.
D'apres la question 2. on a :
M € & si et seulement si 22 + z + 1 est un réel.
On rappelle qu'un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
Or, d'aprés la question3.ona: 22+ z+1=(2? —y? + 2+ 1)+ i (2zy + y)
Ainsi, M €  sietseulementsi2zy+y=0 < y(2z+1)=0
Un produit est nul si et seulement si 1'un de ses facteurs est nul.

. . 1
DoncM E Esietseulementsiy=0ou2x+1=0 < y=00ux=—§

On en déduit que & est la réunion de la droite d'équation y = 0 (1'axe des abscisses) et de la droite

d'équation x = -

N

b) L'ensemble & est tracé en rouge.




Exercice n°3 :
Partie A: QCM
1. Unesolution de l'équation2z+Z =9+ iest:

a) 3 b) i c) 3+

Méthode1: 22+ 2=2(34+i)+3—-i=64+2i+3—-i=9+1i
Donc z = 3 + i est solution de I'’équation. Réponse C

Méthode 2 : On note z = x + iy
2z24+7Z =9+ie2x+iy)+x—iy=9+ie3x+iy=9+i
Or deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire

3x =9 {x=3

Donc3x+iy=9+i<:){ PR Conclusion:z =3+ i Réponse C
y=1 "W=1

2. z estun nombre complexe, |z + i| est égal a :

a) |z| +1 b) |z — 1| c) liz+ 1]

lz+il=lx+iy+il=lx+i(y+1)]| = yx2+ (y+1)2

|z]| +1 = x2 +y*+1
lz—1]=|x+iy—1|=|x—1+iy| =J(x—1)2 +y?
liz+ 1] =lix—iy)+ 1 =lix+y+ 1| =/x?+ (y+1)?

Conclusion : |z + i| = |iZ + 1| Réponse C

2. A et B sont deux points d’affixes respectives i et -1.
L’ensemble des points M d’affixes z telle que |z — i| = |z + 1] est :
a) la droite (AB) b) le cercle de diameétre [AB] c) La droite perpendiculaire a [AB]
passant par O.

|z—i|l=|z+ 1| © AM = BM

Ainsi les points M vérifiant I'égalité précédente sont les points équidistants de A et de B.

Il s’agit donc de la médiatrice du segment [AB].

Or la médiatrice d’un segment est la droite qui le coupe perpendiculairement et en son milieu.
D’autre part, le point O est bien situé dans cet ensemble puisque : |0 —i| =0+ 1| =1
Réponse C.

Partie B : Répondre aux questions suivantes en justifiant les résultats. Les 3 questions sont indépendantes.

Question 1 : ) est le point d’affixe 1 — i .Déterminer I'’ensemble € des points M d’affixe z = x + iy
vérifiant  |z— 14| = [3 — 4i] .

lz—1+i| = |3 —4i]

lx +iy —1+i| = |3 —4i|

lx —1+i(y +1)| = |3 —4i]

JE =12+ (y+1)2 = /32 + (—4)?
(x—1D*+(y+1)2=25

€ est donc le cercle de centre Q(1 — i) et de rayon 5

Autre méthode : On note A le point d’affixe 1 — i

n—1+u=B—4u@AM=/§+04y@AM=5

€ est donc le cercle de centre (1 — i) et de rayon 5




Question 2 : Dans le plan complexe, a tout point M d’affixe z, z #+ 1 4+ i, on associe le point M’ d’affixe z’

, z—-31

telleque: 7' =

z—1-i '
Déterminer I'ensemble F des points M du plan tels que z’ soit un imaginaire pur.

, _z=3i _ x+iy=3i _ x+i(y=3) _ (x+iy—3)(x—1-iy—1) _ x(x—D+—-3)(y—D+i(x(—=x+D+(y—-3)(x—1))

2T ST iy1ei | x1+io-1) (x-1+i(y-1) (x—1—i(y—1)) (x—1)2+(y—1)2

Or z' est un imaginaire pur si et seulementsiRe(z') =0 et(x—1)?+(y—-1)? # 0 z# 1+
Re(z)=0 ©ex(x—-1D)+@y-3)y—-1)=0
Re(z)=0 ©ox*—x+y> —-4y+3=0

, 1\%¢ 1
Re(z) =0 & (x—3) -3+ -2)2-4+3=0

~N o 1 2 2 _ 5
Re(z') =0 (E)(x—z) +(y—2) =
. L 1\? 1\? 5
D’autre part : le point A(1 + i ) appartient a ce cercle, en effet : (1 — E) +(1-2)2= (5) +(-1)? = "

Or I'affixe du point A est la valeur qui annule le dénominateur de Z’, le point A est donc & exclure de I’ensemble F.

Ainsi I'ensemble F des points M du plan tels que z’ soit un imaginaire pur est I'’ensemble des points du cercle de

centre () G + Zi) etderayon R = \E = % excepté le point A(1 +0)

Question 3 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x — sin(x) .
Déterminer la limite de la fonction f en +oo

VxeER: —1<sin(x) <1
VxER: -1 < —sin(x) <1
VXER: 2x—1<2x—sin(x) <2x+1

Or lim 2x —1 = +oo donc d’apres le théoréme de comparaison : lim f(x) = +o
xX—+00 X—>+00




