TS Devoir surveillé n°04 mardi 14 décembre 2016

Nom : Prénom :

Compétences Acquis En cours Non acquis
d’acquisition

Déterminer I'ensemble de définition-ensemble de dérivabilité d’'une fonction.

Déterminer les limites d’une fonction et les asymptotes éventuelles

Calcul de dérivées

Etude du signe d’une expression

Lecture graphique

Définir I'intersection de 2 courbes

Application du théoréme des valeurs intermédiaires

Encadrer la solution d’une équation

Maitrise des calculs

Justifier - argumenter

Bareme | Exercice n°1: 4 points | Exercice n°2:6 points

Exercice n°3 : 10 points | Total : 20 points

note

Exercice n°1 :

1. Soit f la fonction définie sur [3 ;+oo[ par f(x)=

1
Vxi-3x+

Donner une interprétation graphique du résultat.

2. Soit g la fonction définie sur ]-00 ;2[U]2 ;+oo[ par g(x)= X 3xtl

X—

- .Déterminer la limite de la fonction f en +oo.

.Déterminer les limites de la fonction g aux

bornes de son ensemble de définition. Préciser les asymptotes éventuelles de la courbe représentative de la

fonction g.
Exercice n°2 :
1. Soit f la fonction définie par f(x) =y/1 — 0,25x%.

a) Justifier que la fonction f est définie sur [-2 ;2].
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f.

c) Prouver que pour tout réel x €[-2;2] f(x) = f(-x)
2. Soit Cr la courbe représentative de la fonction f dans le repére orthonormé ci-dessous.

¥
24

-1+

Pour tout réel x de I'intervalle ]0 ;2[, on note :

A le point de coordonnées (x ; 0)

D le point de coordonnées (-x ; 0)

B le point de coordonnées (x; f(x))

C le point de coordonnées (-x ; f (- x))

On se propose de déterminer pour quelle valeur de x I'aire du rectangle ABCD est maximale.

Soit g la fonction qui a tout réel x de I'intervalle ] 0 ;2[associe I'aire du rectangle ABCD.

a) Justifier que g(x)=2x4/1 — 0,25x>

, 7 ’s ’ —2_ :
b) Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle ]0;2[ g'(x) = \/TXZSZ
—0.20x

c) Construire le tableau de variation de la fonction g sur ]0 ;2[.En déduire la valeur de x pour

laquelle I'aire du rectangle est maximale .Calculer la valeur de cette aire maximale.




Exercice n°3 :

Pour tout réel a strictement positif, on définit sur I'intervalle [0 ; +oo [ la fonction g, par :

(x)_ x*+2x3-3ax?42
Ga x*+1

On note C, la courbe représentative de la fonction g, dans un repére du plan.
Partie A

1. Démontrer que la droite D d’équation y=1 est une asymptote a la courbe C,
2. On a construit dans le repére ci-dessous les courbes Cj 5, Cy 5, C1 Cy, Cy 5 et la droite D

v

Emettre une conjecture sur le nombre de point(s) d’intersection de C, et D selon les valeurs du réel a.
Partie B
On considere la fonction h, définie sur I'intervalle [0 ;+oo[ par h, (x)=2x3 —3ax?+1

1. Soit M un point d’abscisse x .Justifier que :
M appartient a 'intersection de C, et de D si et seulement si son abscisse x vérifie h, (x) = 0.
2. Justifier toutes les données figurant dans le tableau de variation de la fonction h, donné ci-dessous.

X 0 a +00

ha(x) 1 \ /+m

-a® +1

3. Dans cette question, on suppose a=2.
a. Démontrer que I'équation h, (x) = 0 admet exactement deux solutions a et B avec a < f3.
Donner un encadrement d’amplitude 0,01 de chaque valeur.
b. En déduire le nombre de point(s) d’intersection de C, et de D.
4. Déterminer selon les valeurs du réel a, le nombre de point(s) d’intersection de la courbe C, et de la
droite D. Justifier votre réponse a I'aide d’un calcul.
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Exercice n°1 :
1. Soit f la fonction définie sur [3 ;+oo[ par f(x)= \/;—

x2-3x+1
Une fonction polyndme se comporte en I'infini comme son terme de plus haut degré (propriété (P)) donc

lim, 00 x? —3x + 1 =lim,_ o x* = +oo}
1
donc lim vx?—3x +1=+codonc lim ——=0

Vx?=3x+1

X—400 X—+00

Or lim +x =+o0

X —+00

Donc lirJP f (x) =0 donc la droite d’équation y=0 est une asymptote horizontale a Cren +co .
X—+00

2. Soit g la fonction définie sur ]-c0 ;2[U]2 ;+0o[ par g(x)= = ;3_?1.

Une fonction rationnelle se comporte en I'infini comme le quotient de ses termes de plus haut degré (propriété (R))
x?—3x+1 x?

Donc lim =lim = =lim x=+c0
x>+ x—2 x—+00 X x—+00
. x2—3x+1 . x? .
lim =lim = =lim x=-00
x—>—co X—2 x—>—00 X x——00
limg(x): limx*—3x+ 1=-1
x—2 x—2 1
limx — 2 =0 donc lim g(x) = « — » est infinie.
x—>2 x—2 0
X -00 2 + oo
Signe de - 0 +
x—2
Onendéduit: limx —2=0" donclimg(x)=+oo et limx — 2 =07 donc limg(x)=-co
x—2 x—2 xX—2 x—2
x<2 x<2 x>2 x>2

Donc la droite d’équation x = 2 est une asymptote verticale a Cj; .

Exercice n°2 : 1. Soit f la fonction définie par f(x) =y/1 — 0,25x%.
1

a) f estdéfinie sietseulementsi 1—0,25x*>0 |, 1—0,25x* = 0©x* = = 4®x=2o0ux=-2
X - -2 2 +00 La fonction x—1 — 0,25x2 est une fonction polynéme de degré 2,
Signede 1 — O,Zsz — 0 + 0 — + elle est du signe de a=-0,25<0 sauf entre les racines

Donc f est définie sur [-2 ;2]
b) La fonction x—1 — 0,25x? est une fonction polyndme dérivable sur R.
La fonction racine carrée est dérivable sur ]JO ;+oo[ donc la fonction f est dérivable sur ]-2 ;2.

) f(x)=y1—0,25x%, pour tout réel x €[-2 ;2], —x €[-2 ;2] et f(—x) =/1 — 0,25(—x)? =1 — 0,25x% = f(x)
2.

a) L’aire du rectangle ABCD est égale a ADxAB.
I Or x €[0;2] donc x>0 donc AD =xp-x5 = 2x

f(x) =y1—0,25x* >0 donc AB=xg-x,= f (x)

\“:I\ o g(x)=2xy/1— 0,25x?

2 x b) g=uxv donc g’ =uxv+uxv’ avec u(x)=2x et v(x) =y/1 — 0,25x>
—0,5x —0,25x

2J1-0,25x% /1-0,25x2

Donc u’(x) =2 et V'(x) =

’ -0,25 ' 2(J/1-0,25x2 )2—0,5x% 2(1-0,25x2)—0,5x> 2—x?

Donc g (x) =2x/1 — 0,25x% +2x ———; g (x) = ( )05 X X)) 05 2%
+1-0,25x2 +1-0,25x2 +1-0,25x2 v1-0.25x2
c) +1—0,25x2>0donc g (x) est du signe de 2 — x2.

2 — x?=0 ©x?=2 ©x =2 ou x =—/2¢]0 ;2| X 0 V2 2
La fonction x—2 — x? est une fonction polynéme de degré 2, Slgne d,e + 0 -
elle est du signe de a=-1<0 sauf entre les racines g (x)

g(V2) =2vZV1 — 0,25v2% =221 — 0,5 =2v2,/0,5 =2v1 =2 Variation de g TN
D’aprés le tableau des variations I'aire est maximale pour x=v2 0
et I'aire maximale est égale a 2 unités d’aire.




x*42x3-3ax?+42
ﬁ4+1
1. D’aprés la propriété (R), liT ga ()= liIII i—4 =1 donc la droite d’équation y=1 est asymptote a C, en +co.
x—+o0 x—>+00

Exercice n°3 : Partie A : Vx€[0 ;+oo[ g, (%)=

2. Parlecture graphique, la droite D ne coupe pas les courbes Cj , Cy 5.
la droite D coupe les courbes C;, C; 5 en deux points .
la droite D coupe la courbe C; en un point.

On peut conjecturer ; Sia < 1 la droite D ne coupe pas les courbes C,

Sia > 1 ladroite D coupe les courbes C,, en deux points.
Si a=1 la droite D coupe la courbe C; en un point.

Partie B : La fonction h, est définie sur l'intervalle [0 ;+oo[ par h, (x)=2x3-3ax?+1

y=1

4 2 3_3 2
1. M(x;y)€ C, nD@{ _ x*+2x3-3ax?+2 X FexrodaxtHe

St et 4 2x3 — 3ax? + 2=1x(x* + 1)
e T K
<2x3-3ax2+1 =0

Donc M(x;y)E C, N D&h,(x)=0

2. Lafonction h, est une fonction polynéme dérivable sur R.  h',(x) = 6x2-6ax
6x2-6ax=0 <6x(x —a) = 0 x=0 ou x=a

x 0 a o La fonction x—6x? — 6ax est une fonction polynéme de degré 2,
D

Signe de h,a (x) 0 + 1 elle est du signe du coefficient de x?, de 6> 0 sauf entre les racines.

Variationsde h, | 1 \ /v+oo
3
-a’+1

apres (P) liT 2x3-3ax?+1= lim 2x3 =+oo
x—+00

X—+00
h,(a) =2a3-3aa*+1=2a3-3a3+1=-a3+1
h,(0)=2x03-3a0%+1=1

X 0 o 2 B +00

3. a) ha(x) | 1 +oo
a=2 donc le tableau devient : \B\ /e/
-7

hy (x)=2x3-6x%+1
Surf0;?2 m0€[-7 ;1]=h,([0 ;2] )(ou Vx€E[O ;2] hy(x) €[-7 ;1] et 0€[-7 ;1])
mh, est continue
mh, est strictement décroissante
D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires I'équation h,(x)=0 admet une solution unique a€[0 ;2]
Sur]2;+o[ wO0€]-7 ;4+00[=h;,(]2 ;+0[ ) (ou VXE]2 ;+0o[ hy(x) €]-7 ;4o et 0€]-7 ;+00])
mh, est continue
mh, est strictement croissante
D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires I'équation h, (x)=0 admet une solution unique B€E] 2 ;+oo[
En utilisant la méthode par balayage :
h,(0,44)~0,008>0 ; h,(0,45)~-0,033<0 donc a€[0,44 ;0,45]
h,(2,94)=-0,037<0; h,(2,95)=0,130>0 donc €[2,94 ;2,95]
b) D’apres la propriété établie dans la question 1 : M(x; y)€ C, N D& h,(x) =0
hy(x) =0 x= o ou x=[3 on peut déduire que C, et Dont deux points d’intersection,
le point d’abscisse a et le point d’abscisse .
4. Démontrons les conjectures établies dans la partie A.
Sia > 1 lafonction cube est croissante donc a3>1 <>0>- a3+1 .
on démontre comme dans le 3. que I'équation h, (x)=0 admet deux solutions distinctes.
D’apres la propriété établie au 1.de la partie B
la droite D coupe les courbes C,, en deux points.
Sia <1 lafonction cube est croissante donc a3<1 <>0<-a3+1 .
D’apres le tableau des variations - a3+1 est le minimum et 0<- a3+1,
I’équation h, (x)=0 n’admet pas de solution. D’apres la propriété établie au 1.de la partie B
la droite D ne coupe pas les courbes C,, .
Sia=1 -a3+1=0
D’apres le tableau des variations - a3+1=0 est le minimum.
I’équation h, (x)=0 admet une solution unique x= 0. D’apres la propriété établie au 1.de la partie B
la droite D coupe la courbe C; en un seul point .




