Nom : DS n°5 — Devoir de type Bac Classe :
Prénom : le 18/12/2017 TS...

Avis du professeur

En cours Non

Compétences évaluées Acquis L. .
P 1 d'acquisition Acquis

Connaitre convenablement le cours sur les complexes et répondre & un Vrai / Faux.

Dériver et étudier les variations d'une fonction.

Modé¢liser une situation et résoudre un probléme.

Justifier la représentation paramétrique d'un plan.

Justifier que deux droites sont paralléles.

Justifier les coordonnées du point d'intersection d'une droite et d'un plan.

Calculer une longueur dans l'espace.

Prise d'initiative : Déterminer l'intersection d'une sphere et d'une droite.

Comprendre / Compléter / Modifier un algorithme.

Conjecturer le sens de variations et la convergence d'une suite.

Montrer qu'une suite est géométrique.

Justifier la formule explicite d'une suite.

Déterminer la limite d'une suite.

Justifier une expression. Déterminer le sens de variations d'une suite.

Ecrire un algorithme de seuil.

Maitrise et rigueur des calculs.

Maitrise des raisonnements. Soin de I'expression écrite.

Baréme Ex 1: 5 points Ex 2 : 4 points Ex 3 : 5 points Ex 4 : 6 points Total : 20 points

Note de I'éleve

Les exercices seront traités dans l'ordre de votre choix. La présentation et le soin apportés a la présentation de
votre copie rentreront pour une part importante dans sa notation.

Exercice 1 : Vrai ou Faux ? Justifier.

1. Affirmation 1 : Comme l'indique la calculatrice, la partie réelle de % est 4,56117189.

2. Affirmation 2 : Si z — Z = 2z alors z est un imaginaire pur.

3. Affirmation 3 : Il existe trois réels a, b et ¢ tels que :
22+ 234522422+ 6=(22+2)(az? + bz +c¢)
On peut en déduire que I'équation 2% + 23 + 522 + 2z + 6 = 0 admet quatre solutions dans C parmi

lesquelles v/2i et le conjugué de % + —”211@

4. Affirmation 4 : On considere les points A, B et C d'affixes respectives :
ZA=3+4+ 21 ZB = -3 zc=1—21
Le triangle ABC est rectangle et isocéle en C.

5. Affirmation 5 : L'ensemble & des points M (z) du plan tels que | z — 4 + 4 | =| 2 — z | est un cercle.



Exercice 2 :

On désire réaliser un portail comme ci-dessous.

| e |
Vantail Vantail gl
gauche droit

|

Chaque ventail mesure 2 métres de large. On modélise le bord supérieur du vantail droit a I'aide d'une fonction

définie sur l'intervalle [0 ; 2] par f(x)=a + —L ot a est un nombre réel.
A/ 2

2vV1+x
f(x) est la distance, en métres, d'un point de la partie supérieure du vantail droit au sol. On note f’ la fonction
dérivée de la fonction f sur l'intervalle [0 ; 2].

1. a) Calculer f’(x) pour tout réel x appartenanta [0 ; 2].
b) En déduire le sens de variation de f sur [0 ; 2].

2. Déterminer le nombre a pour que la hauteur maximale du portail soit égale a1, 5 m.

On admet par la suite que la hauteur maximale du portail est égale a 1,5 m.

3. Auriane se balade avec son fils Jules dans le quartier. Curieux, il voudrait bien voir le chien qu'il entend
aboyer derriere le portail. Sur la pointe des pieds, ses yeux sont a une hauteur de 130 cm. Justifier qu'il
pourra apercevoir le canidé et déterminer, au cm pres, ou il pourra se placer pour I'observer.

Exercice 3 :
Dans un repere orthonormé (O ; ;, ;’, k ), on considere le tétracdre ABCD tel que :
A(1;-v3;0) B(1;v3;0) C(-2;0;0) D(0;0;2v?2)
Partie A :

1. Justifier que I'une des représentations paramétriques du plan (ABD) est :

x=1-1t
y =-v/3+t+ /3t avectERett! ER.
2= 2¢/2t
2. Onnote Y la droite dont une représentation paramétrique est :
x=t"
y=20 avect” €R.
2 =/2t"
a) Démontrer que ¥ est la droite paralléle a (CD) qui passe par O.
b) Démontrer que le point G(% ;05 %E) est le point d'intersection de & avec le plan (ABD).

3. Démontrer que le triangle ABC est équilatéral et montrer que O est le centre de son cercle circonscrit.
En déterminer le rayon.

Partie B : Prise d'initiative
On admet que la sphére & de centre O et de rayon 2 a pour équation cartésienne x2 + y2 + 22 = 4.
Déterminer les points d'intersection éventuels de & avec la droite (BL), L étant le milieu de [AC].



Exercice 4 :
L'objectif de cet exercice est 1'étude de la suite (u,,) définie sur IN* par son premier terme u; =1, 5 et la

relation de récurrence w41 = —;L (7:1 ”+—E1).

Partie A : Algorithme et conjectures

Pour calculer et afficher le terme ug de la suite, un éléve propose 1'algorithme suivant en oubliant de compléter
deux lignes.

l—>n

1,56 —>u

Tant que n <9
U
.o n

Fin tant que

Afficher u

1. Recopier et compléter l'algorithme.
2. Comment faudrait-il modifier cet algorithme pour qu'il permette d'afficher tous les termes de ug a ug ?
3. Au vu des résultats ci-dessous, conjecturer le sens de variations et la convergence de la suite (uy,).

n 1 2 3 99 100
U, 1,5 0,625 | 0,375 0,0101| 0,01

Partie B : Etude mathématique
On définit une suite auxiliaire (v,,) sur sur IN* par v,, = nu,, — 1.

1. Montrer que la suite (v,,) est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.

n
2. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, ona: u,, = %

3. Déterminer la limite de la suite (uy,).

4. a)justifier que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

_ 14(140,5n)%0,5"
Un+1 = Un = - n(n+1)

b) En déduire le sens de variation de (u.,).
Partie C : Retour a l'algorithmique

En s'inspirant de la partie A, écrire un algorithme permettant de déterminer et d'afficher le plus petit entier n tel
que u, <0, 001.
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Exercice 1 : Vrar on Faux ? Justifier

g : x R (7+2i)(2i—3) TG
1. Affumation | : Comme l'indique la calculatrice. la partie reelle de — est 4, 56117189,

2iv/3-4
_(7+20)(2i-3) _ (7+2)(2i-3)(-2iv3—-4) _ (14i—21+4i%-6i)(-2i+/3-4)
Posons z = 234 27 (2i3-4)(—2iv/3-4) Z= (2v3)2+(—4 )?
Sy = (8i—25)(—2iv3—-4) ;= 16+/3—32i+50i/3+100 &g = 16+/3+100 =—32+50\/§i
(12+16 ) 28 28 28
&z = 4\/§7+25 +_16J1rjw§i . 4V3+25 ~4,56117189 Donc 'affirmation est fausse.

2. Affiomation 2 S1z — = = 2=z alors = est un upagmaire put
Posonsz=x+41iy; z—zZ =2z2&x+iy —(x—iy) =2(x+iy)
z—2zZ =2z 2iy=2x +2iy @2x=0&Lx=0

donc z est un imaginaire pur. Donc I'affirmation est vraie
3. Affirmation 3 - Il existe trois reels a. b et ¢ tels que
23 b2 20 4 6=(22 +2)(as? + bs + )
On peut en déduire que I'équation =* + =% + 527 + 2z + 6 = 0 admet quatre solutions dans € parmu
lesquelles /2 et le conjugué de 1, g ‘.)“ i

z* + 23 +52°+ 22+ 6 = (2% + 2)(az? + bz + ¢)
@zt + 23+ 522+ 22+ 6 = azt + bz3 + cz* + 2az* + 2bz+2c
@zt + 23+ 522+ 22+ 6 = az' + bz3 + (2a + ¢)z* + 2bz+2c

Par identification :

( a=1

b=1 a=1

2a+c=5 ¢>{b=1 doncz? + 23 +522+ 22+ 6= (22 +2)(z> +z +3)
LszZ c=3

2c=6

z¥+ 23 +52242246=022+2)(z>+2z+3)=02z>+2=00uz’+2z+3=0
72 =-2z=iV2 ouz=—-i2
Ouzi+z+3=0;A=b*>—4ac=1-12=-11<0

. L —b—i/]A —b+iy/]A

donc deux solutions complexes conjuguées zzTH ou zlel
—1-iV11 —1+HVIT

z=— ou z=—0—.

. . 1 V11, L . :
Les solutions obtenues sont différentes de > +gl ou de son conjugué. Donc l'affirmation est fausse

4. Affirmation 4 : On considere les points A. B et C d'atfixes respectives
AT3+2 g =-3 c=1-2

Le mangle ABC est rectangle et 1socéle en C
AB=|z, — z5|=|3 + 2i — (=3)|=16 + 2i|=/6? + 22 =V40 =210
BC=|z; — z|=|1 — 2i — (—=3)|=|4 — 2i|=\4® + (—2)? =V16 + 4 =V/20=2+5
AC=|z, — z0|=13 + 2i — (1 — 2)|=(2 + 4i|=/22 + 42 =V& + 16 =v20=2V5

AB?=40; BC?=20; AC*=20 donc AB?=BC*+AC? d’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore le
triangle ABC est rectangle en C. De plus BC=AC .Donc le triangle ABC est rectangle et isocele en C.

Donc l'affirmation est vraie.



5. Affirmation 5 : L'ensemble & des points M (z) duplantels que | = — 4 +7|=|2 — 2 | estun cercle.

|z—4+i|=|2—-z| ©|z— (4 —1i)| =|2—2z| soitAlepoint d’affixe 4 — i et B le point d’affixe 2
|z —4+i| =2 —z| ®|zy — 2al = |25 — 2| @ AM=BM.
Donc I'ensemble des point M est la médiatrice du segment [AB] .Donc l'affirmation est fausse

Exercice 2 :

On désire réaliser un portail comme ci-dessous.

,i;d’/”__‘\\\\‘—

Vantail Vantail
gauche droit j

Chaque ventail mesure 2 meétres de large. On modéhise le bord supérienr du vantail droit a l'aide d'une fonction
- " ‘ 1

fdefime sur 'mtervalle [0 : 2] par f(z) = a + SIS ol a est un nombre réel.

f(x) est la distance, en metres, d'un point de la pame supérieure du vantail droit au sol. On note f* la fonction

dénvée de la fonction f sur 'mtervalle [0 : 2]

1. a) Calculer f'(x) pour tout réel = appartenant a [0 : 2].

e g est une constante .Sa dérivée est nulle.

1 -V 2x
=— 1+x? =— 2
. T v(x) avec v(x) = + x° et ( ) 7z ,v(x) zm W
—-2x
(x) 1+4x2 —2x 1
Donc v(x)?>  (2V1+x2)? 1/ 2 4(1+x2)
Donc f’(x) = 2 !

V14x2 4(1+x2)

b) En déduire le sens de vanation de f sur [0 ; 2]

Sur[0;2], x >0donc—2x<0. >0

4(1+ D ;v 1+ x%>0 donc Vx€[0;2], f'(x) <O

donc la fonction f est décroissante.
b

2. Déterminer le nombre a pour que la hauteur maxunale du portail soit égale a1, 5 m

La fonction f étant décroissante sur [0 ;2] la hauteur maximale du portail est obtenue lorsque x = 0

f(0)=a+2\/#= +%=1,5<i>a=1danscecasléf(x) 1+

On admet par la suite que la hauteur maximale du portail est égale a 1.5 m.

1+x?

3. Aumnane se balade avec son fils Jules dans le quartier. Curieux. 1l voudrait bien voir le chien qu'il entend
aboyer derneére le portail. Sur la pointe des pieds. ses yeux sont a une hauteur de 130 cm. Justifier qu'il
pourra apercevolr le canidé et déterminer, au cm pres, ou 1l pourra se placer pour l'observer

& = & —= & 2
130cm = 1,30m f(x) =1,30 1+— m =1,30 \/T =0,30 < 1=0,60y1 + x
_ 10_ 2 100 e e L B B T8
f(x)—1,30<=>6— 1+x <:>36 =l+x"x —36<2:>x—6oux—6|mp055|ble

car x€[0;2]

8 . . o . . . .
: ~1,33 .La fonction f étant décroissante, Jules devra se placer a une distance du centre du portail comprise entre

1,33 m et 2m pour pouvoir apercevoir le chien.



Exercice 3
Dans un repere orthonorme (O : 7. j. & ). on considere le tétraedre ABCD tel que :

A(l1:-V3:0) B(1:v3:0) C(-2:0:0) D(0:0:2V2)

Partie A : |, Justifier que l'une des représentations paramétrniques du plan (ABD) est :
r=1-t
y=-vV3+t+ 3t avect ERett’'ER

s = 2\2¢

1=1-t t =0
e A(1;/3;0)est un point du plan (ABD) {—3 = —v/3 4+t + V3t ¢>{t = ( donc les coordonnées du
0 = 2V2t t=0
point A vérifient le systéme d’équations paramétrique donné
1=1-t t =0
e B(1 A3 0) est un point du plan (ABD) V3 =—-V/3+t++/3t ¢>{t = 24/3 donc les coordonnées du point
0 = 2v2t t=0
B vérifient le systéme d’équations paramétrique donné
0=1-t t =1
e D(0;0;2V2) est un point du plan (ABD) {0 = —/3 +t+ /3t <=>{t = 0 donc les coordonnées du point D
2V2 = 22t t =1
vérifient le systeme d’équations paramétrique donné
x=1-t
Donc 'une des représentations paramétriques du plan (ABD) est ¥y = —/3 +t++/3t
z =22t
x=t"
2. Onnote ¥ la droite dont une représentation paramétrique est : y=~0 avect”" € R
z = 2t

a) Demontrer que & est la droite paralléle a (CD) qui passe par O.

0=t" t"=0
Le point O a pour coordonnées :(0;0; 0); {0 =0 @{0 = 0 donc le point O appartient a la droite 2.
0=v2r (=0

Le vecteur U(1 ;0 ;\/E) est un vecteur directeur de la droite 2.

ﬁ))(O—(—Z) ;0-0 ;24/2-0) donc 5(2 ; 0; 24/2) on constate que CD-= 24 donc les vecteurs sont colinéaires et les droites
D et (CD) sont paralléles.

Donc D est la droite paralléle a (CD) passant par O.
b) Démontrer que le pomt G ‘,: 0 ':)?:;":‘ ) est e pomnt d'mtersection de & avee le plan (ABD)

Démontrons que le point G appartient au plan (ABD) et a la droite 2.

2 ' r_1
e GE(ABD) & 0=—/3+t+V3t <:>{ t= %’T donc GE(ABD)
k%i =22t k t =1 Donc
3
2_ o2 ' GE(ABD)N D
3 3
e GEDP® 0=0 &< 0 =0 donc GED
2\/2 n LU 2
5 =ver =3 J
0=1-t t =1
Le point O(0; 0 ; 0)ED. Appartient-il au plan (ABD) ? {0 = —/3 + t +/3t’ @{t = (0 1+0donc O&(ABD).
0 =2v2t t =0

Donc la droite P est sécante au plan (ABD) au point G.



3. Démontrer que le triangle ABC est équulatéral et montrer que O est le centre de son cercle circonsent.
En détermuner le rayon.

— — 2

AB(1-1;v3 ++/3;0 — 0) donc  AB(0;2+/3; 0) donc AB= \/02 +(2v3) +0%=2v3
. Donc AB=CB=CA
CB(1+2 ;v3 — 0;0 — 0) donc CB(3 ;v/3; 0) donc CB= J32 +(V3) +02=vV12=2v3 poncle triangle ABC

est équilatéral

— — 2
CA(1+2 ;-3 — 0;0 — 0) donc CA(3 ;v/3; 0) donc CA= \/32 +(—V3) +0%=V12=2V3

AT - . 1z (=2 2_ 5 )
0A(1 ;-v/3 ;0) donc OA—\/l +(—V3) +0%=2 Donc OA=OB=0C=)
— 2 Donc O est le centre du cercle
OB(1;v/3 ;0) donc OB=\/12 +(V3) +02=2 ¢ : _ _
circonscrit au triangle ABC. Le

0C(-2 0 ;0) donc 0A=y/(—2)% + 02 + 02 = 2 rayon est égal a 2.

J

Partie B : Prise d'mmtianve
On admet que la sphére ¥ de centre O et de rayon 2 a pour équation cartésienne x> + y? + 32 =4,

Détermuner les points d'intersection éventuels de  avec la droite (BL), L étant le milieu de [AC].

(x, =221
XL 2
L est le milieu de [AC] donc{ y; = _€+O = %3_’ ; ﬁ:(_?l —1;_Tﬁ—ﬁ;0-0) donc ﬁ:(%g;# ;0)
_ 040 _
Zy, = 2 =0
x=1- %t
Donc (BL) =3+ 3\/§t JSHER
z=0 ,
X = —% Donc (1—%t)2+(\/§—32—‘/§t) +02=4
3v3
M(x;y;2) €BL)NS &{ ¥y =3 -==-t &1-3t+ %t2+3 -ot +24—7 12 =4 <>-12t +9t=0
z=0
lxz vy 42 =4 & 3t(-4+3t) =0 © 3t=0 ou -4+3t=0 < t=0 ou t=§
On obtient deux points d’intersection.
3
x=1- EO {X =1
e Sit=0: V3 -3v3 , <{y = +/3 donc le point B
=+v3+—0
Y 0 2 z=0
7 =
3 4
4 x=1-— EXE x=—1
e Sj t=§: y = \/§+ﬂxi <]y = —/3 donc le point de coordonnées (-1 ; - V3 ; 0).
2 3 z=0

z=0



Exercice 4 :
L'objectif de cet exercice est I'étude de la suite (u,,) définie sur IN* par son premier terme uy; =1, 5 et la

; . MUy 41
relation de récurrence u,,.1 = :f(Tz’i-—ﬁ'

Partie A : Algonithme et conjectures Powr calculer et afficher le terme ug de la suite, un éléve propose
I'algorithme suivant en oubliant de compléter deux lignes.

1. Recopier et compléter l'algonthme. l—n
1,5 —u

Tant que n < 9
nu —+1

2(n+1)
n+tl —n

Fin tant que
Afficher u

2. Comment faundrait-1l modifier cet algonthme pour qu'il permette d'afficher tous les termes de wp a ug ”

~

|l —n
1.5 — u

Tant que n <9
nu +1
2(n+1)

| n+l —n

Afficher u
Fin tant que

—> U

3. Auvu des résultats ci-dessous, conjecturer le sens de variations et la convergence de la sute (u,,).

n 1 2 3 2 99 100
Uy, 1.5 0.625 | 0.375 . 0.0101| 0.01

La suite semble décroissante et semble converger vers 0.
Partie B : Etude mathématique On défimt une suite auxihaire (v,,) sur sur IN* par v, = nu,, — 1.
1. Montrer que la suite (v, ) est géométrique. Préciser sa raison et son prenuer terme.

nu,+1
2(n+1)

nu,+1 _ _ nuy+1 1= nu,+1-2 _nu,—1 _l
— = = =1,

Uny1 =(+1)Up i =1 OF Upyq= 2(n+1) =, 2 2 2

donc v, 41 =(n+1)

Donc la suite (v,,) est géométrique de raison 0,5 et de premier terme vy = 1u; — 1 =1,5-1=0,5.

1+0,5"
n

2. En déduire que, pour tout entier naturel nonnul n, ona: u, =

e Pour tout entier naturel n non nul v,, =v;x0,5" ! donc v, =05x0,5" 1 =0,5"

. v, +1 N 0,5"+1
e Pour tout entier naturel n non nul, v, =nu,, — 1 doncu, = "n d'ouu, =
3. Détenmmner la limite de la swite (u,,)
e —-1<0,5<1doncli 0,5" =0doncli 05"+1=1 : 0,5"+1
) onclimy_,;1, U, = onclimp_,4 Y, = Donc llmn_,+oo T =0

e lim, ,,,n =+

14+(140.5n) x0,5"

4. a) justifier que. pour tout entier naturel nonnul n.ona: wu,4y — u,

nin41)
05" +1
u _nup+1 donc u u _nuy+1 w = ———*t1  05"+1
n+17 2 m+1) n+1 nTom+1) T 2(n+l) n
u U= 0,5"+1+1  0,5"+1 _(0,5"+2)n—(0,5"+1)2(n+1) _ (n0,5"+2n)—(2(n+1)0,5" +2(n+1))
n+l n- 2(n+1) n 2(n+1)n - 2(n+1)n
u u _(n0,5"+2n)—2n0,5"—-2x0,5"—2n—2 —n0,5"-2x0,5"-2_ _(0,570,5"+0,5"+1)
n+l n- 2(n+1)n - 2(n+1)n - 2(n+1)n
_ (0,57+1)0,5"+1

Un+1 = Un = (n+1)n



b) En dédure le sens de vanation de (uy,)

(0,5n+1)0,5"+1

(n+1)n >0.

vneN* n> 0 donc (n+1)n >0; 0,5n+1>0; 0,5" >0 donc

_(0,5n+1)0,5"+1

D <0doncu,; 1 — u,<0 Su,, 1 < u, doncla suite (u,) est décroissante.

Donc VneN*

Partie C : Retour a l'algorithmique

En s'mspirant de la partie A, ¢crire un algonthme permettant de détermumer et d'afficher le plus petit entier n tel
que u, < 0,001.

1-n
1,5-u

Tant que u = 0,001

nu+1l
2(n+1)

n+l-n
Fin tant que

Afficher n




