Nom : DS n°6 Note :
Prénom : TS 5 le 10/04/2019 ...120

Evaluation des capacités

Je sais : Non Oui

Déterminer les solutions d'une équation dépendant de la fonction logarithme néperien.

Déterminer des limites.

Dériver.

Justifier qu'une équation admet une unique solution sur un intervalle donné.

Déterminer un maximum.

Déterminer la valeur d'un paramétre pour qu'une contrainte soit respectée.

Déterminer un angle.

Construire le point d'intersection d'un plan et d'une droite.

Justifier l'intersection de deux plans.

Donner les coordonnées d'un point dans un repére orthonormé.

Déterminer les coordonnées d'un vecteur pour qu'il soit orthogonal & deux autres.

Justifier 1'équation cartésienne d'un plan.

Donner la représentation paramétrique d'une droite.

Calculer les coordonnées du point d'intersection d'une droite et d'un plan.

Construire la section d'un cube par un plan.

VV|V|VIVVVVVVVVVIVVYVY

Déterminer si un point est & l'intérieur d'un cube

Les exercices seront traités dans I'ordre de votre choix. La présentation et le soin apportés a la présentation de
votre copie rentreront pour une part importante dans sa notation.

Exercice I : Vrai / Faux. 17,5

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant.
Une bonne réponse, convenablement justifiée, rapporte 1, 5 point. Une absence de réponse n'est pas pénalisée.
Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

1. On considére 1'équation :
In(6x —2) +In(2z — 1) =In(z)
Affirmation 1 : L'équation admet deux solutions.

e2

2. On considere la fonction g définie sur IR par g(z) = In( f(x)) ou f est une fonction dérivable sur IR

dont le tableau de variation est le suivant :

T -0 0 2 +o0

+00 2e
f(x) \1/ \3

Affirmation2 : lim g(z)=-o

T —+-00
Coa o g9(®) 1
Affirmation 3 : wl_l}I_noo Flz) e

3. On considere la fonction A définie sur IR par h(z) =In(1 4+ 3 e*) — e”.
On admet que le tableau de variation de h est le suivant :

* -0 ln(g) + 00
In(3) -2
h(z) /V \A
0 -00
Affirmation 4 : La fonction dérivée de h est définie sur IR par h/(x) = %

Affirmation 5 : L'équation A(z) = -1 admet une unique solution « dans IR.



Exercice 2 : ../5
Lors d'une expérience en laboratoire, on lance un projectile dans un
milieu fluide. L'objectif est de déterminer pour quel angle de tir 6 par
rapport a 1'horizontale la hauteur du projectile ne dépasse pas 1, 6
metre.

Comme le projectile ne se déplace pas dans 1'air mais dans un fluide,
le mod¢le parabolique usuel n'est pas adopté.

On modélise ici le projectile par un point qui se déplace, dans un
plan vertical, sur la courbe représentative de la fonction f définie sur
l'intervalle [0 ; 1] par :

fl@)=bx+2In(l—x)

ou b est un parametre réel supérieur a 2, x est l'abscisse du projectile
et f(x) son ordonnée, toutes les deux exprimées en métres.

1. La fonction f est dérivable sur [0 ; 1[. On note f’ sa
fonction dérivée. On admet que la fonction f possede un
maximum sur [0 ; 1[ et que pour tout réel = de cet intervalle :

f/(a:) — -b 33+b—2

1—x

1,0

SN

Montrer que le maximum de f est égala b — 2 + 2 in(

)

2. Déterminer pour quelles valeurs du paramétre b la hauteur maximale du projectile de dépasse pas 1, 6.

3. Dans cette question, on choisit b =5, 69.
L'angle de tir 6 correspond a l'angle entre 1'axe des abscisses et la tangente a la courbe de la fonction f
au point d'abscisse 0 comme indiqué sur le schéma donné ci-dessus.
Déterminer une valeur approchée au dixiéme de degré pres de 1'angle 6.



Exercice 3 : . /15

La figure ci-contre représente un cube ABCDEFGH. H G
Les trois points I, J et K sont définis par les conditions suivantes : :
* Testle milieu du segment [AD] : K
. JesttelqueII:%jﬁ E : F
* K est le milieu du segment [FG] 74 :
|
o |
Partie A : yb | ___ C
1. Sur la figure donnée en annexe, construire sans justifier le point I //
d'intersection P du plan (IJK) et de la droite (EH). On laissera ,*
les traits de construction sur la figure. /7
A B

2. En déduire, en justifiant, l'intersection des plans (IJK) et (EFG).

Partie B :
On se place désormais dans le repére orthonormé (A ﬁ , E , ﬁ ).

1. a) Donner, sans justification, les coordonnées des points I, J et K.
b) Déterminer les réels a et b tels que le vecteur 72 (4 ; a ; b) soit orthogonal aux vecteurs ﬁ et IT%
¢) En déduire qu'une équation cartésienne du plan (IJK) est 4z — 6y — 4z 4+ 3 = 0.

2. a) Donner une représentation paramétrique de la droite (CG).
b) Calculer les coordonnées du point N, intersection du plan (IJK) et de la droite (CQG).
c) Placer le point N sur la figure et construire en couleur la section du cube par le plan (IJK).
Partie C :

On note R le projeté orthogonal du point F sur le plan (IJK). Le point R est donc 1'unique point du plan (IJK) tel
que la droite (FR) est orthogonale au plan (IJK).
O0<zr<l1
On définit l'intérieur du cube comme I'ensemble des points M(x ; v ; z) telsqued 0 <y < 1.
O0<zxl
Le point R est-il a I'intérieur du cube ?



Annexe (a rendre avec la copie)

H

K




Correction du DS n°6

Exercice 1 : Vrai ou Faux ? Justifier.

1. On considére 1'équation :
In(6x —2) +In(2x — 1) =In(x)

Affirmation 1 : L'équation admet deux solutions.

*  On commence par déterminer 1'ensemble de définition de I'équation :
1

In(6z — 2) n'est défini que si et seulement si: 6z —2>0 < z>3
In(2x — 1) n'est défini que si et seulementsi: 2z —1>0 < x> %
In(x) n'est défini que si et seulement si z > 0

(z>0)et(z> %) et (z > %) < (x> %) donc I'équation est définie sur ]% ; +ool.

* Résolution de I'équation :
In(6x —2) +In(2z — 1) =In(z) < In[(6x—2)(2z —1)]=In(z)
Donc: In(12z? — 6z — 4z + 2) = In(x)
Donc : In(122% — 10z + 2) = In(x
Donc: 1222 — 10z +2==
Donc: 1222 — 11z +2=0
A=b% —dac=(-11)2 — 4 x 12 x 2 =121 — 96 = 25> 0

On en déduit deux solutions distinctes : x1 = 'b_2a” A_ 11225 :i et: xg= _bga“ A_ 11215 = %

71 &1 3 ool mais w2 €15 ; +eol.

Ainsi, I'équation de départ : In(6z — 2) + In(2z — 1) = In(z) n'admet qu'une seule solution : zo = %

L'affirmation 1 est fausse.

e2

2. On considere la fonction g définie sur IR par g(z) = In( f(:c)) ou f est une fonction dérivable sur IR

dont le tableau de variation est le suivant :

T -0 0 2 +00

+00 2e
f(x) \1/ \3

Affirmation2 : lim g(z)=-o

r—r-00

e2>0et lim f(x)=+w
T—>-00

2
On en déduit, par quotient de limites : lim —5— =0"
XTr—r-00 f(x)

Or, Xh_%+ In(X)=-o Donc, par composée de limites : wl_1>r_noo ln(f(x)) = -0

L'affirmation 2 est vraie.

. o g(®) 1
Affirmation 3 : a:l—lgloo Flz) &2

62)_1 e2

VeeR 42 1 ~_ 1 - L _ 1 e?
v ER. 75y = 7 *9@) = 7y ¥ 9@ = Figy < 5 my) =@ X e < G Ey)

2
ISP ey . . e — N+
On a déja justifié que : wl_l}I}loo @) 0
2

2
) _ , . L9 e € —
Or, XIE}(}+ X In(X)=0 Donc, par composée de limites : xl_lgloo 7(@) X ln(f(w)) 0

. .. T i 62 62 _
Par produit de limites, on en déduit : a:l—l>néo 2 X Fizy X ln(f(:c)) 0
Ainsi: lim < (@) _ 0. L'affirmation 3 est fausse.
z—-00 f(T)




3. On considere la fonction A définie sur IR par h(x) =In(1 + 3 %) — e”.
On admet que le tableau de variation de A est le suivant :

r -0 ln(%) +00
In(3) -2
h(z) /V \A
0 - 00
. . e s ;N (2=3e%)e”
Affirmation 4 : La fonction dérivée de h est définie sur IR par h/(x) = 113ec
VzER,h(x)=In(l+3e") —e®=In(u(x)) —e”
W (z) = u'(z) 0T = 3e* 0T = 3e*—(1+3e*)e” _3e*—e"—3 (e®)? _2e"-3 (e®)? _(2-3¢€")e”
u(x) 1+3e*® 1+3e” 14+3e® 1+3e® 1+3e*
L'affirmation 4 est vraie.

Affirmation 5 : L'équation A(x) = -1 admet une unique solution « dans IR.

wWIN

A la lecture du tableau de variations de &, on sait que cette fonction est strictement positive sur ]-oo ; In(

Ik

Ainsi, h(z) = -1 n'admet aucune solution sur ]-o ; ln(%) [.
De plus, on sait que :

wN

* la fonction A est continue et strictement décroissante sur [ In(

© In(3)-2%0,43>0 et: lim h(z) = -0

); tool.

. -16]-oo;ln(3)—§]
On en déduit, d'aprées le théoréme des valeurs intermédiaires, que I'équation h(x) = -1 admet une unique
solution « dans [ ln(%) ; +oo[ puis dans R.
L'affirmation 5 est vraie.

Exercice 2

Lors d'une expérience en laboratoire, on lance un projectile dans un
milieu fluide. L'objectif est de déterminer pour quel angle de tir € par
rapport a 1'horizontale la hauteur du projectile ne dépasse pas 1, 6
metre.

Comme le projectile ne se déplace pas dans I'air mais dans un fluide,
le modéele parabolique usuel n'est pas adopté.

On modélise ici le projectile par un point qui se déplace, dans un
plan vertical, sur la courbe représentative de la fonction f définie sur
l'intervalle [0 ; 1[ par :

flx)y=bx+2In(l—x)

ou b est un parametre réel supérieur a 2, = est 'abscisse du projectile
et f(x) son ordonnée, toutes les deux exprimées en metres.

1. La fonction f est dérivable sur [0 ; 1[. On note f’ sa
fonction dérivée. On admet que la fonction f posséde un
maximum sur [0 ; 1[ et que pour tout réel = de cet intervalle :

f/(x) — -b $+b—2

1—x

1,0

Montrer que le maximum de f est égal a b — 2 + 2 In(

).

N



Le maximum est atteint lorsque la fonction dérivée s'annule et change de signe.
flla)=0 = =20 o poip-2-0ct:1-2#0 « z=22221

1—x
On calcule alors la valeur M de ce maximum :
M=) =bx B2 1 2in(1-222) = b2 4 2in(P2E2) = b — 2 4 20n(

SN

)

2. Déterminer pour quelles valeurs du parameétre b la hauteur maximale du projectile de dépasse pas 1, 6.

La hauteur maximale du projectile de dépasse pas 1, 6 métre si et seulement si M <1, 6.
On sait que b > 2 et on considére que le maximum M est une fonction de b, définie et dérivable sur ]2 ; +oo].
VbE2;+oo[, M(b)=b—2+2In(3)=b — 2+ 2In(2) — 2In(b)

On en déduit : M'(b)=1 — 2 x%zb_%
Sib>2alorsb>0etb—2>0.0nendéduitque: VbE]2;+owo[, M'(b)>0
La fonction M est donc strictement croissante sur |2 ; +oo[. Etant dérivable, elle est également continue.

lim M(b)=2—2+ 2In(1)=0

b—2

De plus, M (6)=6 — 2+ 2In(3) =4 +21n(3) =4 —2In(3)~1,8

1,6 €10 ; M(6)[ donc, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation M (b) =1, 6 admet une
unique solution 3 sur ]2 ; 6[ puis sur |2 ; +oo[ puisque la fonction M est strictement croissante.

En appliquant l'algorithme de balayage, on trouve 5 = 5, 69.

Finalement, la hauteur maximale du projectile de dépasse pas 1, 6 metre si et seulementsi b € 12 ; 5].

3. Dans cette question, on choisit b =5, 69.
L'angle de tir 8 correspond a I'angle entre I'axe des abscisses et la tangente a la courbe de la fonction f
au point d'abscisse 0 comme indiqué sur le schéma donné ci-dessus.
Déterminer une valeur approchée au dixieéme de degré pres de I'angle 6.

Sib=5,60 Alors: f(z)=5,69z + 2In(l —z) et: f'(z)="203213.09

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe au point d'abscisse 0 est : f'(0) = 3, 69.
Ce coefficient directeur correspond a la pente de la tangente, c'est-a-dire a tan(0).
Ainsi, en utilisant la calculatrice et la touche ArcTan, on obtient 8 =~ 74, 8 °.

Exercice 3 :
La figure ci-contre représente un cube ABCDEFGH. H G
Les trois points I, J et K sont définis par les conditions suivantes : :
* Testle milieu du segment [AD] : K
. Jesttelqueﬁ=%ﬁ E : E
* Kest le milieu du segment [FG] 74 :
|
o |
Partie A : J b __ C
1. Sur la figure donnée en annexe, construire sans justifier le point I //
d'intersection P du plan (IJK) et de la droite (EH). On laissera ,®
les traits de construction sur la figure. /7
A B

Remargue : P est le point d'intersection des droites (1J) et (EH).

2. En déduire, en justifiant, l'intersection des plans (IJK) et (EFG).

Le point P appartient a (IJ) et a (EH).

Or (1) C (1IJK) et (EH) C (EFG)

On en déduit que P € (IJK) N (EFG).

K étant le milieu du segment [FG], il appartient lui aussi a I'intersection des plans (IJK) et (EFG).
On en déduit que l'intersection de ces deux plans est la droite (PK). Elle coupe l'aréte [EF] en L.




Partie B :
On se place désormais dans le repére orthonormé (A ﬁ , jﬁ , ﬁ ).

1. a) Donner, sans justification, les coordonnées des points I, J et K.

100 105053 k@i

Dans le repére orthonormé (A;ﬁ,ﬁ,ﬁ) ona:I(0; 5

b) Déterminer les réels a et b tels que le vecteur 77 (4 ; a ; b) soit orthogonal aux vecteurs ﬁ et IT%

0 1 4
_fl IT() 0 n|a
3 1 b

71 est orthogonal aux vecteurs ﬁ et IT% si et seulement si a et b sont solutions du systéme suivant :

{ﬁﬁ:o - {o—;a+§b:o - { la=3b _ { la=3 _ {a:—6
.

5]

K =0 440a+1b=0 b=-4 b=-4 b=-4
4
Finalement, 77 a pour coordonnées | -6 |.
-4

¢) En déduire qu'une équation cartésienne du plan (IJK) est 4z — 6y — 4z 4+ 3 = 0.

4
7 | -6 | étant orthogonal aux vecteurs non colin€aires ﬁ et IT% , ¢'est un vecteur normal au plan (IJK).
-4
M(z;y;z) € (IJK) st et seulement si : 77 . ﬁ)/l =0
4(z—0)—6(y—1)—4(z—0)=0
4x—-6y+3—42z=0
4dr—6y—42+3=0

2. a) Donner une représentation paramétrique de la droite (CG).

0
La droite (CG) passe par C(1;1; 0) et est dirigée par le vecteur (ﬁ = ﬁ 0
1
r=1
On en déduit une représentation paramétrique de la droite (CG): ¢ y =1 avect €R
z=1

b) Calculer les coordonnées du point N, intersection du plan (IJK) et de la droite (CG).

4dr—6y—4z+3=0

N(z;y;2z) € 1JK) N (CG)si et seulement si : ;f %
z=1

Onendéduit: 4 —6—4t+3=0 < 4t=1 < tzi

Ainsi, N a pour coordonnées (1 ;1 ; % )

c¢) Placer le point N sur la figure et construire en couleur la section du cube par le plan (IJK).

Meéthode : On place le point Q sur [CD] de sorte que (IQ) et (LK) soient paralleles.
La section du cube par le plan (IJK) est alors I'hexagone IJLKNQ.




Partie C :

On note R le projeté orthogonal du point F sur le plan (IJK). Le point R est donc 1'unique point du plan (IJK) tel
que la droite (FR) est orthogonale au plan (1JK).

O<z<l1
On définit l'intérieur du cube comme I'ensemble des points M(x ; v ; z) telsqueqd 0 <y < 1.
0<zxl
Le point R est-il a I'intérieur du cube ?
Ona:F(1;0;1)etonposeR(z;y; 2)
z—1 4
Et, puisque (FR) est orthogonale au plan (IJK), alors le vecteur ﬁ y |estcolinéairea | -6 |.
z—1 -4
r—1=4k r=1+4k
On en déduit qu'il existe un réel k£ tel que< y =-6k = y=-6k
z—1=-4k z=1—4k

OrRe(JK):42—6y—42+3=0
Onendéduit: 4(1+4k)—6(-6k) —4(1 —4k)+3=0
4+16k+36k—-4+16k+3=0

68 k=-3
3
f=-
68
— —1_12 _ 56 _ 14
=144k r = 68 — 68 17
y=-6k Donc:{ y=g5 =2
z=1—4k z:1—|—%:%

Les coordonnées de R étant toutes des réels compris strictement entre O et 1 on en déduit que R est a l'intérieur
du cube.
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