Nom : DS n°8§ Classe :
Prénom : le 14/05/2018 TS...

Les exercices seront traités dans 1'ordre de votre choix. La présentation et le soin apportés a la présentation de
votre copie rentreront pour une part importante dans sa notation.
Exercice I : Etudier une suite définie par une intégrale. e /12
Partie A
Dans un repére orthonormé, €' est la courbe représentative de la fonction f; définie sur IR par :
file)=x+e™®
1. Justifier que €' passe par le point A(0; 1).

2. Dresser le tableau des variations de la fonction f;. On précisera les limites en -oo et en +oo.
Partie B
L'objet de cette partie est d'étudier la suite ([,,), définie sur IN par : I,, = fol r+ e ™ dx.

1. Dans un repére orthonormé (O ; 7, 7 ), pour tout nombre entier naturel n, €, est la courbe
représentative de la fonction f,, définie sur IR par :

fo(x)=x+e™™

Sur le graphique ci-dessous on a tracé la courbe €', pour plusieurs valeurs de 'entier n et la droite &)
d'équation x = 1.

0O -

a) Interpréter géométriquement l'intégrale I,,.
b) Conjecturer, en expliquant le raisonnement, le sens de variations de I,, et sa limite éventuelle.
2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, I,, est positive.
b) Démontrer que pour tout entier naturel n>1ona:
L1 — In= [y e D7 (1 —¢7) da
En déduire le sens de variation et la convergence de la suite (7,,).

3. Calculer I,, en fonction de n puis déterminer la limite de la suite (7,,).



Exercice 2 : Etudier une aire paramétrée. ../8
Partie A
Dans un repere orthonormé (O ; ;, ;'), € ., est la courbe représentative de la fonction u définie sur O ; +oo[

paru(z) =a+ % + x% ou a, b et ¢ sont trois réels fixés.
On a tracé ci-dessous la courbe €, et la droite &) d'équation y = 1.

On précise que la courbe €', passe par les points A(1;0) et B(4;0) et que 1'axe des ordonnées et la droite &
sont asymptotes a la courbe €,,.

1. Donner les valeurs de u(1) et u(4).

2. Donner lir}rl u(x). En déduire la valeur de a.
Tr—r+00

_ x> —bx+4

3. En déduire que, pour tout réel = de ]0;+oo[ : u(x) 2

Partie B
f estla fonction définie sur |0 ; +oo[ par f(z) =z —5lnx — %
1. Démontrer que f est une primitive de u sur |0 ; +oo].

2. Déterminer l'aire .4, exprimée en unités d'aire, du domaine coloré sur le graphique de la partie A.

3. Pour tout nombre réel A supérieur ou égal a 4, on note . ,, 'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine
formé par les points M de coordonnées (x ; y) telles que :

4<x<X et: 0<y<u(z)

Existe-t-il une valeur de A pour laquelle .4\ =.A ?



Correction du DS n°8

Exercice I : Etudier une suite définie par une intégrale.
Partie A
Dans un repére orthonormé, €' est la courbe représentative de la fonction f; définie sur IR par :
fil@)=z+e®
1. Justifier que €1 passe par le point A(0; 1).

f1(0)=0+ =1
Donc €1 passe par le point A(0 ; 1).

2. Dresser le tableau des variations de la fonction f;. On précisera les limites en -oo et en +oo.

VzER, fi(x)=x+e™ et: fi(x)=1—e"

Etude du signe de la dérivée :

filx)>0 & 1—e?>0 < 1>e”® <« -z<In(l) & x>0
Deplus: f{(z)=0 & x=0

Détermination de la limite en -oo :
VzER, fi(x)=x+e®=e™ (1—e'j)

lim -z =+ et: lim eX=+0 On en déduit, par composée de limites : lim e™® =+
xr— —00 X —+o00 xr— —00

X
. . . X o , ) -
Deplus: lim —eX =+ Donc, parinverse: lim =5 =0. On en déduit, par composée : lim —= = 0.
X —+4o0 X —>+o00€ T——00€

Finalement, par somme puis produit : (1-=%)=1 et lim fi(z)=+w
€ T——00

lIim
T—r— 00
Détermination de la limite en +oo :

VzER, fi(x)=x+e™

Par composée de limites: lim e®= lim eX =0 donc, par somme: lim fi(z)= lim z=+o
r—+o00 X——00 xr— 400 r—+o00

On en déduit le tableau de variations de f :

x -00 0 + o0
fi(z) — [0} +

fl(CE') +00 \ ) /y +00

Partie B
L'objet de cette partie est d'étudier la suite (7,,), définie sur IN par :
1 -
IanO z+e "™ dx

1. Dans un repere orthonormé (O ; i, ;’), pour tout nombre entier
naturel n, €, est la courbe représentative de la fonction f,,
définie sur IR par :

fa@) =+ e

Sur le graphique ci-contre on a tracé la courbe €', pour
plusieurs valeurs de 'entier n et la droite &) d'équation = = 1.

a) Interpréter géométriquement l'intégrale I,,.

Graphiquement, quel que soit l'entier n, la fonction f,, semble
positive sur [0 ; 1] donc I,, est I'aire du domaine situé entre la courbe
€ .., 'axe des abscisses et les droites d'équations x =0 et x = 1.




b) Conjecturer, en expliquant le raisonnement, le sens de variations de I,, et sa limite éventuelle.

Plus n augmente, plus le domaine situé entre la courbe €,,, 1'axe des abscisses et les droites d'équations x = 0
et x =1 a une surface qui diminue et semble se rapprocher du triangle hachuré sur la figure précédente.

. .y 1 A . . 1
Ce triangle a une aire égale a 5u.a. Donc I, semble étre décroissante et convergente vers 5

5-

2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n, I,, est positive.

VnelN,VzER, f,(x)=x+e™™

VneIN,VzER,ona: e >0

Deplus, Vx €[0; 1] ona: x> 0.0On en déduit que f,, est positive sur [0 ; 1].
Or:VneN,I, fo fn(z) dz. Donc : ¥ n € N, I, est positive.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n>1ona:
Iy —1,= fol e-(mthe (1 —e”) dx

En déduire le sens de variation et la convergence de la suite (7,,).

VnEN, Ly — L= [ e+ e Do de - [' 2 4 e da
I..1—1I,= fol x4+ etz _ 4 oz qgp
Iy — 1, = fol “(ntlz _ g-na g
In_|_1 — In = f -(ntl)z (1 m) dz
Inyi—1I,= f e (nthz (1 m_w) dz
In—l—l —1I, _f e (n—i—l)az(
i1 = In= [y e D7 (1 —e?) da
VzE[0;1],ona:e’<e*<e! <& 1<e®<e Onendéduit:1 —e<1—e*<0
Deplus,V 2z €[0;1], e (*tDz >0
Donc:Vz €[0;1],e ("D (1 —e?)dz <0
Onendéduit:VneEeN, I,11 —I1,<0 = [,.1=1,
Ainsi, la suite (I,,) est décroissante sur IN.

On a montré a la question a) que la suite (7,,) est positive sur IN, on en déduit qu'elle est minorée par 0.
Enfin, une suite décroissante et minorée converge donc (I,,) converge vers un réel £> 0.

-nac—f—nm—l—ﬂc) de’

3. Calculer I,, en fonction de n puis déterminer la limite de la suite (7,,).

VneN,I,= fol r+e ™ dx = fol fn(x) dz

2
On définit une primitive de f,, sur [0 ;1] par: F,(z)= % - %e'"m

_ 1 . 1 _ 1 1 _ 0 1 o_1 1 1
Ainsi : I, [ e =F(1) —F(0)=5-e" -5t et =5 - T
lim ne™=+ow Donc, par inverse de limite : lim = =0
n——+00 n—+ocoM €
Deplus: lim L_o. Donc, par somme de limites : lim 1 1n +1-1
n—+ooM notec2 Ne n 2

Ainsi, la suite (I,,) converge vers %




Exercice 2 : Etudier une aire paramétrée.
Partie A

Dans un repere orthonormé (O ; ;, ;’), € ., est la courbe représentative de la fonction u définie sur O ; +oo[
paru(z) =a+ % + x% ou a, b et ¢ sont trois réels fixés.
On a tracé ci-dessous la courbe €, et la droite &) d'équation y = 1.

On précise que la courbe €', passe par les points A(1;0) et B(4;0) et que 1'axe des ordonnées et la droite &
sont asymptotes a la courbe €,,.

1. Donner les valeurs de u(1) et u(4).

La courbe €', passe par les points A(1;0) et B(4;0) donc u(1) =wu(4)=0.

2. Donner lim wu(x).En déduire la valeur de a.

r—+00

La droite &) d'équation y = 1 est asymptote a la courbe €', en +oo donc lirf u(z) =1.
Tr—r+00

Or:Vz€ER,u(z) =a+g+% et lim 2= lim -% =0 Donc, par somme : lim u(z)=a
r T z—+o00 L zx—+oo & z—+00

On en déduit, par identification : a = 1.

_ x2—5:c—{—4
=L —orT=s

3. En déduire que, pour tout réel = de ]0;+oo[ : u(x) -

VzER u(@) =1+2+5
xr T
u(l)=0donc:1+b+c=0
u(4)=0donc:1+%+£—0 o H20Fc_§ o 164 4b+c=0

16 16
1+4b+c¢c=0
16 +4b+c=0

b+c=-1 - b+c=-1 - b+c=-1 - c=-14+5 - =-5
4b+ ¢ =-16 3b=-15 =-5 =-5 c=

Finalement: V z ER, u(x) =1 -

Ainsi, les réels b et ¢ sont solutions du systéme : {

Partie B
f estla fonction définie sur 0 ; +oo[ par f(z) =z —5lnx — %

1. Démontrer que f est une primitive de u sur |0 ; +oof.

Vz€E]0;+wof, f(x) =:U—5lnx—%.

1 -1 5 4
f/(:lj) =]1-—-5HX 5_4Xm_2:1_5+x_2:u(x)
Donc f est une primitive de u sur ]0 ; +oo].




2. Déterminer l'aire .4, exprimée en unités d'aire, du domaine coloré sur le graphique de la partie A.

Justifions que u est négative sur [1; 4].
Vr€e]0;+mw[,u(x)= #
On consideére le trindme x2 — 5z + 4

A=b?>—4ac=25—-16=9

On en déduit deux racines distinctes : 1 = _b_Q;/Z = 5_2\/5 =1 et:x1= 5+2\/§ =4
Le trindme est négatif (du signe contraire de a) entre ses racines.
Vxe]0;+o[,2°>0etVxE[1;4],2%2 -5z +4<0.
Onendéduit: V2 €[1;4], u(z)<0donc:
fl Yydz=-[f(z)]i=-f4)+ f(1 )——4+51n4+%+1—5ln1—%=-6+5ln4

3. Pour tout nombre réel A supérieur ou égal a 4, on note . ,, 'aire, exprimée en unités d'aire, du domaine
formé par les points M de coordonnées (z ; y) telles que :

4<x<X et: 0<y<u(z)

Existe-t-il une valeur de A pour laquelle .4\ =.A ?

Vz€E]4;+owl, u(m)—ﬂdonc

A= [ (@) de=FO) - f(4)

On cherche s'il existe une valeur de A pour laquelle A, = A, c'est-a-dire : f(A) — f(4)=- f(4) + f(1)
Clest-a-dire : f(A)=-3

Or, on sait que f' = u et que w est strictement positive sur ]4 ; +oof.

On en déduit que f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur |4 ; +oo].
f(4)=3—-5In(4)~-3,93

f(x) =z —5lnz—2= (1 —5lnm :1:42)

lim

—== lim = 0. Donc, par somme de limites : lim (1 — 5ln—x — %) =1
z—+oo L T—+00 T—>+00 T

On en déduit, par produit de limites : xgrfoo f(x)=+ow
Finalement, puisque :
* f est continue et strictement croissante sur |4 ; +oo[.
* f(z) prend ses valeurs dans |3 — 51n(4) ; +oo[ avec 3 — 5In(4) =-3,93
e -3€]13-5In(4);+mo]
Alors, d'apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, 1'équation f(A) = -3 admet une unique solution sur
l'intervalle 14 ; +oo[. Ainsi, il existe une valeur de A pour laquelle A, = .A.




